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序言

如果有人问你：“为什么 1 + 1 = 2？”你也许会拿出两个苹果。这个解释很直观，却
把更深的问题留在了背后：“1” “+”和 “=”究竟是什么意思？它们为什么能够按照
我们熟悉的方式工作？
这本书就从这些问题出发。请想象面前有一张空空的工作台：上面还没有数，没有
直线，也没有加减乘除。我们先学习怎样把话说准确、怎样让推理不偷步；再用集
合造出数，定义运算，建成实数直线；随后研究距离、连续、向量与变化；最后走
进弯曲的空间，看看局部规律怎样汇成整体结论。这就是书名所说的 “从零开始建
宇宙”。
当然，“从零开始”并不是说什么都不使用。阅读这本书仍然需要日常汉语、纸面符
号和按照规则思考的能力；数学本身也必须有公开的起点。本书在第一章说明逻辑
规则，在第二章列出集合论公理，后面的对象与结论都从这些起点逐步建立。自然
数正式造出以前，页码、章节编号和故事中出现的数字只是讲书用的标记，不会被
当作数学证明的根据。
全书遵守一项基本约定：一个数学概念必须先定义，才能正式使用；一个对象的存
在必须由公理或此前内容保证；一个结论必须能够从已经得到的知识推出。图画、
比喻和例子可以帮助理解，却不能冒充证明。简单而重要的证明会完整写出；过于
繁琐或需要较多准备的证明有时会省略，但相应结论仍会准确陈述，并且能够由此
前的规则与知识证明。
正文会用【定义】【定理】【直觉】【例子】【思考训练】等标记提醒你：眼前的话是在
规定含义、陈述结论，还是帮助想象。读到新内容时，不妨经常问三个问题：它是
什么意思？它从哪里来？它为什么成立？
你不必读得很快。数学不是一场背诵比赛，而是一座可以反复拆开、重新拼好的积
木城。愿意在 “为什么”面前多停一会儿，正是数学思考开始生长的地方。
现在，让我们放下第一块积木，一步一步建起自己的数学宇宙。

5



Xu
lei
Su
n

1 对与错的游戏——思考的绝对准绳

欢迎来到绝对虚无的边界。
这里没有空间，没有时间，没有积木，没有画笔，没有三角形，甚至连数字都没有。
“1 + 1 = 2”在这里毫无意义，因为我们还没向宇宙法庭申请创造出 “1”和 “2”。
但不要害怕，即使在一无所有的混沌中，你依然拥有一种最强大的武器——思考。
在这一章，我们要剥离一切现实的伪装，直接写下思考的 “基础法则”。这是创造整
个数学宇宙的绝对前提。如果你不能熟练掌握这些法则，未来的宇宙就会充满自相
矛盾的漏洞，最终彻底崩塌。
现在，让我们开始制定宇宙的第一批法则。

1.1 先学会读规则——符号、变量与原子公式

【约定】我们先承认可以写出有限长的符号串，并按从左到右的顺序阅读它们。括号
只负责标明组合范围；括号本身不会创造新的对象或新的真理。
字母 𝑥, 𝑦, 𝑧可以暂时代替论域中的对象，称为变量。变量，以及以后明确定义为 “指
代某个对象” 的符号串，统称为项。符号 = 表示 “是同一个对象”。如果 𝑠, 𝑡 是项，
那么 𝑠 = 𝑡 是最简单的一类公式，叫作原子公式。在具体理论中还可以有别的关系
符号；例如第二章引入 ∈后，𝑠 ∈ 𝑡 也会成为原子公式。
【等号规则】每个对象都等于自己；若 𝑠 = 𝑡，则 𝑡 = 𝑠；若 𝑠 = 𝑡 且 𝑡 = 𝑢，则 𝑠 = 𝑢。
等号替换还必须服从一条防止符号 “误入量词笼子” 的条件。等到量词获得定义后，
我们会在本章末精确写出这条条件。
原子公式只是造句的种子。下面将依次定义怎样用逻辑联结词和量词把它们拼成更
长的公式，并区分 “指代对象的项” “关于对象的公式” 和 “已经能够判断真假的命
题”。
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【易混点】𝑥 = 𝑦 已经是一条公式，却还不一定是命题：只要 𝑥, 𝑦 尚未指定，它就留
下了空位。相反，在给定解释后，一个不含空位的式子才能直接谈真或假。“是合法
公式”和 “已经有确定真值”是两层不同的问题。

1.2 只能选一个的硬币——命题与真值

人类的日常语言充满了含糊其辞。比如 “这朵花很美”，有人觉得美，有人觉得不美；
又比如 “今天天气真好”，对于想出去玩的人来说是好天气，对于想在家睡觉的人来
说可能就不算好。
但在我们的数学宇宙里，绝不允许出现这种模棱两可的话。
我们引入第一个概念：命题。
【初步定义】给定一个非空论域，并给各个非逻辑符号规定解释后，一个没有留下
“尚未指定对象” 的完整陈述叫作命题。本章量词一节会用 “自由变量” 把这句话写
得完全精确。在本书采用的经典逻辑中，每个命题恰有【真】和【假】两个真值之
一。
因为没有任何具体事物，我们用大写字母 𝑃, 𝑄, 𝑅来代表任意的命题。
同时，我们规定命题只有两种 “真值”（真实的状态）：

•【真】：代表这句话在当前给定的论域和解释下成立。
•【假】：代表这句话在当前给定的论域和解释下不成立。

下面的练习不依赖外部经验，而是先公开给出一个小型解释：我们约定物体甲被涂
成红色，物体乙没有被涂成红色；“漂亮”则没有被赋予固定解释。
【思考训练】
请判断下面这四句话，哪些是命题？如果是命题，它是【真】还是【假】？
1.物体甲被涂成红色。
2.物体乙被涂成红色。
3.物体甲很漂亮。
4.物体甲被涂成红色吗？
解答：
第 1句是命题；根据公开给出的解释，它的真值是【真】。
第 2句是命题；根据同一解释，它的真值是【假】。
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第 3 句在当前约定下不是命题，因为 “漂亮” 没有被赋予固定解释，无法确定这句
话的真值。
第 4句不是命题，它是一个问句，不是一个陈述判断。

1.3 思维的魔法阵——逻辑运算（非、且、或）

有了命题，我们可以像玩积木一样，把简单的句子拼成更复杂的句子。这就需要用
到三种最基础的逻辑魔法阵。为了方便理解，我们先设定两个命题：
命题 𝑃：我今天写完了作业。
命题 𝑄：我今天吃了一块糖。
1.绝对的倒影：【非】（¬）
这是最简单的魔法。在命题前面加上符号 ¬（读作 “非”），它的真假就会瞬间颠倒。
这就像照一面魔镜，镜子里面的世界和外面完全相反。

• 如果 𝑃 是【真】（我确实写完了作业），那么 ¬𝑃 就是【假】（“我今天没有写完作
业”这句话是错的）。

• 如果 𝑃 是【假】（我根本没写完作业），那么 ¬𝑃 就是【真】（“我今天没有写完作
业”这句话是对的）。

【思考训练】¬(¬𝑃)是什么？
解答：颠倒两次后的公式与 𝑃 在每种赋值下真值相同；稍后我们会把这种关系命
名为 “逻辑等价”。这里不是说两个符号串逐字相同。这就好比 “我不是没有写完作
业”，在经典解释下与 “我写完了作业”真假一致。
2.最严苛的法官：【且】（∧）
把命题 𝑃 和 𝑄 用 ∧连起来，变成 𝑃 ∧ 𝑄（读作 “𝑃 且 𝑄”）。这意味着两件事情必
须同时发生。
这个魔法阵极其严格：只有当 𝑃 和 𝑄同时为【真】时，整个句子才算【真】。只要
其中混入哪怕一个【假】，整个句子就是【假】。
我们可以列出一个穷尽所有可能的 “规则表”（在数学里叫真值表）：

• 𝑃 真，𝑄真（写了作业，也吃了糖）：𝑃 ∧ 𝑄为【真】
• 𝑃 真，𝑄假（写了作业，没吃糖）：𝑃 ∧ 𝑄为【假】
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• 𝑃 假，𝑄真（没写作业，吃了糖）：𝑃 ∧ 𝑄为【假】
• 𝑃 假，𝑄假（没写作业，也没吃糖）：𝑃 ∧ 𝑄为【假】

3.宽容的守门人：【或】（∨）
把命题 𝑃 和 𝑄用 ∨连起来，变成 𝑃 ∨ 𝑄（读作 “𝑃 或 𝑄”）。这就宽容多了。
这个魔法阵的规则是：只要 𝑃 和 𝑄 里面至少有一个是【真】，整个句子就是【真】。
只有当两人全都是【假】时，它才是【假】。

• 𝑃 真，𝑄真（写了作业，也吃了糖）：𝑃 ∨ 𝑄为【真】
• 𝑃 真，𝑄假（写了作业，没吃糖）：𝑃 ∨ 𝑄为【真】
• 𝑃 假，𝑄真（没写作业，吃了糖）：𝑃 ∨ 𝑄为【真】
• 𝑃 假，𝑄假（没写作业，也没吃糖）：𝑃 ∨ 𝑄为【假】

有了这三个符号（¬, ∧, ∨），我们就可以像搭积木一样制造复合公式。括号标明组
合范围；例如 ¬(𝑃 ∧ 𝑄)与 (¬𝑃) ∧ 𝑄是不同的公式。
【经典逻辑法则】现在这些符号已经有了含义，我们正式写下排中律 𝑃 ∨ ¬𝑃 与不矛
盾律 ¬(𝑃 ∧ ¬𝑃)。前者说 “𝑃 或非 𝑃”必真；后者说同一命题不能同时为真又为假。
这是两条不同的法则。

1.4 条件的开关——蕴含与等价

接下来，我们定义一种极度重要、但也最容易违背直觉的逻辑联结词。请注意：逻
辑蕴含不自动表示现实中的原因和结果。
【定义】我们用箭头→表示蕴含命题，写成 𝑃 → 𝑄（读作 “如果 𝑃，那么 𝑄”）。
这里的 𝑃 叫前件，𝑄叫后件。只有把这些公式用于推理时，我们才把已经假设的公
式称为前提，把推出的公式称为结论。
如何判断 𝑃 → 𝑄这句话整体是【真】还是【假】呢？我们把 𝑃 → 𝑄想象成父母和
你签的一份 “契约”。
命题 𝑃：你期末考试考了一百分。
命题 𝑄：父母给你买一个大玩具。
契约 𝑃 → 𝑄：如果你考了一百分，父母就给你买一个大玩具。
我们来看看父母有没有违背契约（说谎）：
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• 情况一：𝑃 是真，𝑄是真。你考了一百分，父母买了玩具。契约完美履行，父母
没说谎，这句话为【真】。

• 情况二：𝑃 是真，𝑄是假。你考了一百分，父母却没有买玩具。这是赤裸裸的违
约！父母说谎了，这句话为【假】。

真正反直觉的考验来了：
如果前件 𝑃 一开始就是【假】的呢？也就是说，你没有考到一百分。
这个时候，如果父母依然给你买了一个大玩具（𝑄为真），父母违背契约了吗？没有，
因为契约只规定了 “考一百分”会怎样，没规定 “不考一百分”会怎样。父母大发慈
悲奖励你，并不算违约。
这个时候，如果父母没有给你买玩具（𝑄为假），父母违背契约了吗？也没有。
在数学宇宙中，我们做出了一个霸道的规定：只要前件 𝑃 为【假】，那么不管后件
𝑄是真是假，整个命题 𝑃 → 𝑄都算作【真】！因为只要前件没发生，契约就没有被
打破。
这被称为 “空虚的真”。虽然听起来怪怪的，但请死死记住它。未来当我们面对 “什
么都没有”的深渊时，这个规定将挽救我们的宇宙。
还有一种更紧密的关系：等价（↔）。
𝑃 ↔ 𝑄 意味着 (𝑃 → 𝑄) ∧ (𝑄 → 𝑃)。在一次给定的真假赋值下，只要 𝑃 和 𝑄 同
真或同假，𝑃 ↔ 𝑄就为真。
但是，一次赋值下同真同假并不表示两个命题 “互为因果” 或在所有地方都能替
换。只有当 𝑃 ↔ 𝑄 在所有允许的解释与变量赋值下都为真时，我们才称 𝑃 与 𝑄
逻辑等价，记作 𝑃 ≡ 𝑄；此时才能在纯逻辑推理中互换它们。例如两次取非给出
¬¬𝑃 ≡ 𝑃。
【思考训练】
有一份契约：“如果明天下雨，我就带雨伞。”
假设第二天是大晴天（没有下雨），而且我也没带雨伞。请问，我违背契约了吗？这
份契约是【真】还是【假】？
解答：
没有违背契约。因为前提 “明天下雨”是假的，所以无论我带不带伞，契约都没有被
破坏。根据 “空虚的真”，这份契约整体是【真】的。
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1.5 全知之眼——任意与存在

前面用 𝑃, 𝑄讨论的主要是不带变量空位的命题。但在未来的宇宙里，我们会创造出
许许多多的成员（比如点和数字）。如果要对一群对象统一陈述规则，就需要两个量
词符号。
每次解释量词时，都必须先明确一个非空的论域，也就是变量允许取值的范围。假
设论域是一袋球，𝑃(𝑥)表示 “球 𝑥 是红色的”。以后写 “𝑥 ∈ 𝐴中任取 𝑥”时，集合
𝐴就充当局部范围；空范围会由第二章定义的有界量词缩写处理，而不是把一阶逻
辑的总论域设为空。
【公式生成规则】原子公式是公式；若 𝑃, 𝑄 是公式，则 ¬𝑃、(𝑃 ∧ 𝑄)、(𝑃 ∨ 𝑄)、
(𝑃 → 𝑄)与 (𝑃 ↔ 𝑄)都是公式；若 𝑃是公式而 𝑥是变量，则 ∀𝑥 𝑃与 ∃𝑥 𝑃也是公
式。只有从原子公式出发，有限次使用这些规则得到的符号串，才算本书的公式。
量词只管辖紧跟它的公式范围。在 ∀𝑥 𝑃 或 ∃𝑥 𝑃 中，该量词约束 𝑃 里那些没有先
被更内层同名量词接管的 𝑥；这些位置叫作 𝑥 的约束出现，其余位置叫作自由出现。
一个变量若在公式中有自由出现，就叫该公式的自由变量；没有自由变量的公式叫
作闭公式。给定论域和各个非逻辑符号的解释后，闭公式才成为前面初步定义的命
题。例如 ∀𝑥 (𝑃(𝑥) → 𝑄(𝑦))中的 𝑥 被约束，而 𝑦仍是自由的。
1.绝对无死角：【任意】（∀）
这是一个倒写的字母 A，代表 “无一例外”、“所有的”。
写成：∀𝑥 𝑃(𝑥)
这读作：“对于任意一个球 𝑥，它都是红色的。”
要让这句话成立，𝑃(𝑥)必须对论域中每个球都成立。证明时不必逐个检查；也可以
对任意选取的球作统一推理。但只要存在一个反例，整个全称命题就为假。
2.哪怕只有一个：【存在】（∃）
这是一个反写的字母 E，代表 “至少有一个”、“能找到”。
写成：∃𝑥 𝑃(𝑥)
这读作：“存在至少一个球 𝑥，它是红色的。”
给出一个满足 𝑃 的具体对象（称为见证）就足以证明存在命题。经典逻辑也允许通
过反证等方法间接证明存在，但无论采用哪种证明，命题的含义始终是 “论域中至
少有一个对象满足 𝑃”。
量词的阴阳转换（极其重要的法则）：
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如果有人大声宣布：“世界上所有的乌鸦都是黑色的！”（任意乌鸦，都是黑色）。
你要怎么反驳他？你需要抓尽世界上所有的乌鸦，证明它们都不是黑色吗？
不需要！你只需要像个聪明的侦探一样，在森林里找到仅仅一只白色的乌鸦，对方
就输了！
这就是量词转换的魔法：要推翻 “所有人都是对的”，只需要找到 “存在一个人是错
的”即可。
用我们刚学的符号写出来，就是无比优雅的公式：

• ¬(∀𝑥 𝑃(𝑥)) ≡ ∃𝑥 ¬𝑃(𝑥)
（“并非任意 𝑥 都满足 𝑃”等价于 “存在一个 𝑥 不满足 𝑃”）

同理，“不存在会飞的动物” 与 “所有动物都不会飞” 表达同一个条件；只要找到一
只会飞的动物，这两种说法就都会被推翻。

• ¬(∃𝑥 𝑃(𝑥)) ≡ ∀𝑥 ¬𝑃(𝑥)
（“不存在 𝑥 满足 𝑃”等价于 “任意 𝑥 都不满足 𝑃”）

量词的范围尤其不能凭感觉移动。看一个完全确定的例子：设论域里只有甲球和乙
球，𝑃(𝑥)表示 “𝑥 是红色的”，𝑄(𝑥)表示 “𝑥 是蓝色的”；甲球只红不蓝，乙球只蓝
不红。那么

∀𝑥 (𝑃(𝑥) ∨ 𝑄(𝑥))

为真，因为每只球至少有一种颜色；但

(∀𝑥 𝑃(𝑥)) ∨ (∀𝑥 𝑄(𝑥))

为假，因为并非所有球都红，也并非所有球都蓝。因此这两个公式不逻辑等价。括
号和量词位置真的会改变意思。
【思考训练】∀𝑥 (𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥))与 (∀𝑥 𝑃(𝑥)) ∧ (∀𝑥 𝑄(𝑥))是否逻辑等价？
解答：是。若每个对象同时满足 𝑃, 𝑄，那么每个对象满足 𝑃，也每个对象满足 𝑄；
反过来，若每个对象都满足 𝑃 且每个对象都满足 𝑄，任取一个对象，它便同时满足
两者。两边在每个论域和解释下真值都相同。
掌握了这套魔法，你就拥有了全知之眼。再宏大的宣告、再隐蔽的谎言，在你面前
都无所遁形。
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1.6 法庭上的利刃——证明的绝对法则

作为未来宇宙的造物主，你不可能每遇到一个问题都去穷举所有真假情况。我们需
要先说明什么叫 “合法地推出”。符号 Γ ⊢ 𝑄表示：从前提清单 Γ出发，能够用允
许的推理规则得到 𝑄。它不同于命题联结词 𝑃 → 𝑄。
若公式 𝜑中有 𝑥 的自由出现，𝜑[𝑡/𝑥]表示把这些自由出现换成项 𝑡。只有当替换进
去的 𝑡 不会被原公式里的量词意外约束时，才允许这样写；更精确地说，𝑥 的任何被
替换自由出现都不能位于一个会约束 𝑡 中变量的量词范围内。此时称 “𝑡 可以自由代
入 𝑥”。例如不能把 𝑦代入 ∀𝑦 (𝑥 = 𝑦)中的 𝑥，否则原本自由的 𝑦会被 ∀𝑦捕获。
【公理/推理规则】本书允许使用下列经典推理规则：

1. 肯定前件：由 𝑃 和 𝑃 → 𝑄推出 𝑄。
2. 合取规则：由 𝑃, 𝑄推出 𝑃 ∧ 𝑄；由 𝑃 ∧ 𝑄可分别推出 𝑃 与 𝑄。
3. 全称实例化：由 ∀𝑥 𝜑推出 𝜑[𝑡/𝑥]，其中项 𝑡 必须可以自由代入 𝑥。
4. 全称概括：若已经推出 𝜑(𝑎)，而新参数 𝑎不自由出现在任何尚未解除的前提中，
则可把 𝑎看作任意对象，推出 ∀𝑥 𝜑(𝑥)。

5. 存在引入：由 𝜑[𝑡/𝑥]推出 ∃𝑥 𝜑，其中 𝑡 必须可以自由代入 𝑥。
6. 等号替换：由 𝑠 = 𝑡 与 𝜑[𝑠/𝑥]推出 𝜑[𝑡/𝑥]，但两次代入都必须是自由代入。也
就是说，只替换项的自由出现，绝不允许替换动作造成变量捕获。

7. 蕴含引入：若临时假设 𝑃 后能够推出 𝑄，则解除该临时假设并推出 𝑃 → 𝑄。
8. 析取规则：由 𝑃 可推出 𝑃 ∨ 𝑄；已知 𝑃 ∨ 𝑄时，若临时假设 𝑃 能推出 𝑅，临时
假设 𝑄也能推出同一个 𝑅，则解除这两个临时假设并推出 𝑅。

9. 存在消去：已知 ∃𝑥 𝑃(𝑥)时，可取一个此前未用的新参数 𝑎，临时假设 𝑃(𝑎)。若
由此推出 𝑅，并且 𝑎不自由出现在 𝑅中，也不自由出现在除 𝑃(𝑎)外任何尚未解
除的前提中，就可解除 𝑃(𝑎)，推出 𝑅。这些侧条件保证结论没有偷偷依赖所选
见证的名字。

10. 反证与否定引入：若假设 𝑃 导出矛盾，则推出 ¬𝑃；在经典逻辑中，若假设 ¬𝑃
导出矛盾，则推出 𝑃。

11. 矛盾消去：若已经推出 𝑃 与 ¬𝑃，则可以推出任意命题 𝑄。这条规则也叫 “从矛
盾可推出一切”。

完整的形式逻辑可以把这些规则进一步拆成更少的基本规则；这里把它们作为公开
的起始规则。现在我们打造两把常用利刃：
一次三步推导
假设前提清单里只有 𝑃 ∧ (𝑃 → 𝑄)。我们来展示 “每一步都报出许可证”的写法：
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1. 已知 𝑃 ∧ (𝑃 → 𝑄)；
2. 由合取规则的拆分方向，分别得到 𝑃 与 𝑃 → 𝑄；
3. 由肯定前件得到 𝑄。

因此 𝑃 ∧ (𝑃 → 𝑄) ⊢ 𝑄。这里没有因为结论 “看起来合理”而跳步，每一步都能在
上面的规则表中找到来源。
【思考训练】若已知 𝑠 = 𝑡 与 𝑅(𝑠)，其中 𝑅(𝑥)是一个含自由变量 𝑥 的公式，并且代
入不会造成变量捕获，怎样推出 𝑅(𝑡)？
解答：在等号替换规则中取 𝜑(𝑥) = 𝑅(𝑥)。此时 𝜑[𝑠/𝑥] = 𝑅(𝑠)、𝜑[𝑡/𝑥] = 𝑅(𝑡)，
所以由 𝑠 = 𝑡 与 𝑅(𝑠)推出 𝑅(𝑡)。
第一把利刃：逆否之剑
假设你要证明 𝑃 → 𝑄。检查真值表可得到一个逻辑定理：𝑃 → 𝑄与 ¬𝑄 → ¬𝑃 在
所有赋值下真假相同。
这叫 “逆否命题等价”。
因此，证明 𝑃 → 𝑄 时，可以改为证明逆否命题 ¬𝑄 → ¬𝑃。这是一条纯逻辑等价，
不需要、也通常不可能靠检查世界上所有对象来完成。
第二把利刃：反证法（宇宙崩溃大法）
这是数学家最喜欢、也最具破坏力的终极武器。
如果你想证明一个结论 𝑅是【真】的，但实在不知道怎么下手。怎么办？

1. 你先假装对方赢了，假设 𝑅是【假】的（也就是假设 ¬𝑅为【真】）。
2. 你把 ¬𝑅当作前提，一步步运用已经公开的逻辑规则继续推理。
3. 突然，你推导出了一个不可理喻的结论！比如你推导出了 𝑃 ∧ ¬𝑃（某件事既是
真又是假）。

4. 根据前面讲过的不矛盾律，𝑃 ∧ ¬𝑃 不可能为真。
5. 既然推理的过程没有犯规，那问题出在哪里呢？只能说明：最初的假设 ¬𝑅是个
彻头彻尾的错误。

6. 既然 ¬𝑅是假，那么 𝑅就必定是【真】！

这就是经典逻辑中的反证法。它依赖不矛盾律、排中律与双重否定消去；这些都已
被列入本章采用的经典逻辑规则。
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【思考训练】
桌子上有一个不透明的盒子，我想证明 “盒子里没有红色的球”。请用反证法描述一
下你的思考过程。
这里额外给定经验前提：盒中只有有限多个球，我们确实把它们全部取出，并可靠
地观察到取出的三个球都是白色。这个练习只演示如何从明确前提推理；后文不会
把观察当作数学公理。
解答：
1.先假设结论是错的，也就是假设 “盒子里有红色的球”。
2.若盒子里有红球，那么把所有球全部取出后，取出的球中必定有红球。
3.结果我把盒子里的球全倒出来，发现只有三个白球，根本没有红球。
4.这就产生了矛盾：“盒子里有红球”且 “倒出来的全都没红球”。
5.这个矛盾说明第一步的假设是错的。
6.最终证明：“盒子里没有红色的球”是对的。

1.7 本章结语

现在，回过头看看你掌握了什么。
你能熟练运用 ¬, ∧, ∨, →, ∀, ∃这些魔法符号，你还掌握了逆否之剑与反证法。
你没有学任何算术，也没有画任何图形。但你已经拿到了宇宙最高法庭的法官之槌。
无论未来我们要创造怎样光怪陆离的数字、怎样奇妙的空间，它们都必须绝对服从
今天写下的这些 “对与错的基础法则”。
一切准备就绪。在下一章，我们将运用这些逻辑魔法，去创造一个能装下世间万物
的容器，并从 “什么都没有”的深渊中，召唤出宇宙的第一个实体。
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2 万物的分类与打包——创造世界的
容器

在上一章，你拿到了宇宙最高法庭的法官之槌，掌握了判断对错的基础法则。
但是，现在的宇宙依然是一片虚无。只有法则，没有受法则约束的实体。就像你定
好了完美的交通规则，但世界上连一条马路和一辆车都没有。
这一章，我们要凭空捏造出数学宇宙中最基础的 “实体”。我们将发明一种无所不包
的 “容器”，把虚无打包，变出万事万物；我们还要设定容器之间交流的规则，为下
一章创造 “数字”搭建好完美的舞台。

2.1 朴素的口袋与思维的崩塌

如果我们要创造事物，最直观的想法就是 “打包”。
【公理语言】集合论使用第一章的经典一阶逻辑与等号，并只增加一个非逻辑关系符
号：属于（记为 ∈）。变量 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝐴, 𝐵, …全都在 “所有集合”组成的论域中取值；大
小写只帮助阅读，没有逻辑上的身份差别。“元素”和 “集合”也不是两种不同材料，
而是同一集合在一句话中扮演的不同角色。
严格地说，这门一阶语言的项只有变量，原子公式只有 𝑥 = 𝑦 与 𝑥 ∈ 𝑦；其余公
式由第一章的联结词和量词有限次生成。∅、{𝑥, 𝑦}、𝒫(𝐴)等符号会在公理保证相
应集合唯一存在后，作为方便阅读的缩写引入。以后出现 “所有集合构成的类” 或
𝑥 ↦ ⋯这样的类记号时，它只缩写一条公式，不自动代表某个集合。
想象你拥有一个看不见的魔法口袋，你可以把具有某种相同性质的东西装进去。这
个口袋，我们称为集合（记为大写字母 𝐴, 𝐵, 𝐶）。口袋里的东西，称为元素（记为
小写字母 𝑥, 𝑦, 𝑧）。
如果 𝑥 被装进了口袋 𝐴里，我们就写成：𝑥 ∈ 𝐴（读作：𝑥 属于 𝐴）。
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反之，利用第一章的 “非”魔法，如果 𝑥 不在 𝐴里，就是 ¬(𝑥 ∈ 𝐴)，为了简便，我
们写成 𝑥 ∉ 𝐴。
【记号】对任意两个项 𝑠, 𝑡，𝑠 ≠ 𝑡 是 ¬(𝑠 = 𝑡)的缩写；它不引入第二种 “不相等”关
系。
【定义】若 ∀𝑥 (𝑥 ∈ 𝐴 → 𝑥 ∈ 𝐵)，就写 𝐴 ⊆ 𝐵，称 𝐴是 𝐵的子集。若还满足 𝐴 ≠ 𝐵，
写 𝐴 ⊊ 𝐵，称为真子集。
【记号】∀𝑥 ∈ 𝐴 𝑃(𝑥) 是 ∀𝑥(𝑥 ∈ 𝐴 → 𝑃(𝑥)) 的缩写；∃𝑥 ∈ 𝐴 𝑃(𝑥) 是 ∃𝑥(𝑥 ∈
𝐴 ∧ 𝑃(𝑥))的缩写。
连续写几个变量时表示重复使用同一种缩写；例如 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 𝑃(𝑥, 𝑦) 表示 ∀𝑥 ∈
𝐴 ∀𝑦 ∈ 𝐴 𝑃(𝑥, 𝑦)。
【记号】∃!𝑦 𝑃(𝑦)表示 “存在唯一的 𝑦满足 𝑃”，它是

∃𝑦(𝑃(𝑦) ∧ ∀𝑧 (𝑃(𝑧) → 𝑧 = 𝑦))

的缩写；其中 𝑧 要选成不会捕获别处变量的新变量。
第一次危机降临：
假如我们朴素地允许 “任意规则都能制造一个集合”，那么只要想出一条规则，似乎
就能凭空造出一个口袋。比如，“把所有红色的东西装进一个口袋”，或者 “把所有
长翅膀的东西装进一个口袋”。
这听起来似乎很合理，但这样的许可会立刻引出矛盾。
让我们来讲一个 “理发师的故事”。在一个小镇上，有一位理发师；他自己也是镇上
的人。他定下一条极其严格的规则：“对于镇上的每个人，我给他剪头发，当且仅当
他不给自己剪头发。”
那么问题来了：理发师要不要给自己剪头发？

• 如果他不给自己剪，那他就是一个 “不给自己剪头发的人”，根据铁律，他必须
给自己剪头发。矛盾！

• 如果他给自己剪，那他就是一个 “给自己剪头发的人”，根据铁律，他绝对不能
给自己剪头发。再次矛盾！
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这个故事是著名的罗素悖论的生活化版本。在数学宇宙里，我们可以利用第一章的
逻辑法则，设计一个与理发师规则相似的超级口袋 𝑅。
如果任意性质都能制造集合，我们就可以写出超级口袋 𝑅 的准入规则：𝑥 ∈ 𝑅 ↔
𝑥 ∉ 𝑥，也就是 “𝑥 属于 𝑅，当且仅当 𝑥 不属于自己”。
致命的问题来了：超级口袋 𝑅自己，属不属于 𝑅呢？（即 𝑅 ∈ 𝑅是【真】还是【假】？）
我们来推导一下：
-假设 𝑅 ∈ 𝑅为【真】：既然 𝑅在 𝑅里面，说明 𝑅满足了准入规则。但准入规则明
明是 “不包含自己”。这就意味着 𝑅 ∉ 𝑅。矛盾！
- 假设 𝑅 ∉ 𝑅 为【真】：既然 𝑅 不包含自己，那它完全符合准入规则！既然符合规
则，它就必须被装进 𝑅里。这就意味着 𝑅 ∈ 𝑅。再次矛盾！
于是 𝑅 ∈ 𝑅与 𝑅 ∉ 𝑅都会导出矛盾。问题不在经典逻辑，而在 “任意性质都能制造
集合”这个未经许可的假设：这样的 𝑅不能作为集合存在。
【思考训练】
除了理发师，你能再想出一个类似 “罗素悖论”的生活例子吗？
解答：
比如一张纸条，上面只写了一句话：“这张纸条上写的话是假的。”
如果这句话是真的，它就为假；如果它为假，它又为真。这叫说谎者悖论。它提醒我
们不能不加限制地在语言内部制造 “谈论自身真值” 的句子；它不是经典命题逻辑
本身已经推出了矛盾。这个故事只作【直觉】类比，后文不把它当作集合论证明。

2.2 造物主的咒语——公理系统

罗素悖论告诉我们一个惨痛的教训：绝对不能随便打包！
为了挽救宇宙，我们必须明确列出允许哪些集合存在。这些起始规则不叫 “不证自
明”，而叫公理：我们公开采用它们，并研究能从中推出什么。下面先列出 ZF公理；
等 “映射”获得正式定义后，再补上选择公理，合称 ZFC。
1.平等法则（外延公理）
到底什么才算 “同一个口袋”？
宪法规定：只要两个口袋里装的东西一模一样，不管它们外表怎样，它们就是同一
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个口袋：

∀𝐴 ∀𝐵((∀𝑥 (𝑥 ∈ 𝐴 ↔ 𝑥 ∈ 𝐵)) → 𝐴 = 𝐵).

比如，口袋 𝐴 里装了苹果和香蕉，口袋 𝐵 里装了香蕉和苹果。在集合的世界里，
顺序根本不重要，因为里面的东西完全一样，所以口袋 𝐴 和口袋 𝐵 是完全相等的
（𝐴 = 𝐵）。
2.无中生有（空集公理）
现在的宇宙还是空无一物，我们去哪里找第一个元素呢？
空集公理规定：存在一个合法的口袋，里面没有任何元素：

∃𝐸 ∀𝑥 (𝑥 ∉ 𝐸).

根据平等法则，里面什么都没有的口袋只能有一个（因为它们装的东西一模一
样——都是 “没有”）。我们给这个绝对虚无的口袋赋予一个神圣的符号：空集（记
为 ∅）。
这个唯一性可以很短地证明。若 𝐸, 𝐹 都没有元素，那么对任意 𝑥，𝑥 ∈ 𝐸 与 𝑥 ∈ 𝐹
都为假，所以 𝑥 ∈ 𝐸 ↔ 𝑥 ∈ 𝐹 为真。于是两者拥有完全相同的元素，外延公理给
出 𝐸 = 𝐹。因此符号 ∅不会因我们挑了不同的 “空口袋”而指向不同对象。
奇迹就在这里发生了！虽然 ∅里面什么都没有，但 ∅本身是一个合法存在的口袋实
体！我们从 “无”中，创造出了 “有”。
下面的配对公理保证我们可以把 ∅作为元素装进另一个新口袋，得到 {∅}。
注意，∅ 和 {∅} 绝不是同一个东西！前者是空的，后者里面装着一个叫 “空集” 的
元素。就像 “一个空盒子”和 “一个装着空盒子的盒子”是截然不同的。
3.配对公理
对于任意集合 𝑎, 𝑏，存在集合 𝑃，使

∀𝑥(𝑥 ∈ 𝑃 ↔ (𝑥 = 𝑎 ∨ 𝑥 = 𝑏)).

外延公理保证 𝑃 唯一，我们把它记作 {𝑎, 𝑏}。令 𝑎 = 𝑏就得到单元素集合 {𝑎}。
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【易混点：属于与包含】∅ ∈ {∅} 为真，因为单元素集合的那个元素正是 ∅；同时
∅ ⊆ {∅} 也为真，因为根本找不到一个属于 ∅ 却不属于 {∅} 的对象。前一句把 ∅
当作一个元素，后一句比较两个集合的全部成员，理由完全不同。
【思考训练】∅ ∈ ∅与 ∅ ⊆ ∅各是真还是假？
解答：前者为假，因为空集没有任何元素；后者为真，因为 “若 𝑥 ∈ ∅，则 𝑥 ∈ ∅”
的前件永远为假，所以不存在反例。这正是第一章讲过的 “空虚的真”。
4.并集公理
对于任意集合 𝐴，存在集合 𝑈，使

∀𝑥(𝑥 ∈ 𝑈 ↔ ∃𝑌 (𝑌 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝑌)).

这个唯一的 𝑈 记作⋃ 𝐴。二元并集定义为 𝐴 ∪ 𝐵 = ⋃{𝐴, 𝐵}。
5.幂集公理
对于任意集合 𝐴，存在集合 𝑃，使

∀𝑋 (𝑋 ∈ 𝑃 ↔ 𝑋 ⊆ 𝐴).

这个唯一的 𝑃 记作幂集𝒫(𝐴)，其元素恰好是 𝐴的全部子集。
6.分离公理模式
下列两个公理模式中，参数变量 𝑝1, … , 𝑝𝑘 都要在最外层加上全称量词。为了让式
子易读，正文省略这串外层量词；正式公理取所显示公式的全称闭包，所以每一条
公理都是没有自由变量的闭公式。
这里不是说 “任何说得通的性质”都可以使用。对集合论一阶语言 {∈, =}的每一个
公式 𝜑(𝑥, 𝑝1, … , 𝑝𝑘)（允许有限多个集合参数 𝑝1, … , 𝑝𝑘），都有一条公理：

∀𝐴 ∃𝐵 ∀𝑥(𝑥 ∈ 𝐵 ↔ (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝜑(𝑥, 𝑝1, … , 𝑝𝑘))).

这样的 “每个公式各有一条” 叫作公理模式。所得唯一集合记作 {𝑥 ∈ 𝐴 ∶
𝜑(𝑥, 𝑝1, … , 𝑝𝑘)}。它只允许从已有集合中筛选，不能制造 “所有满足 𝜑的对象”这
种无限制口袋，所以不会重新制造罗素集合。
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为什么多出边界 𝐴就躲开了罗素悖论？给定任意集合 𝐴，分离公理只制造

𝑅𝐴 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 ∉ 𝑥}.

【引理】𝑅𝐴 ∉ 𝐴。
证明：若反过来假设 𝑅𝐴 ∈ 𝐴，先把 𝑥 = 𝑅𝐴 代入分离定义，严格得到

𝑅𝐴 ∈ 𝑅𝐴 ↔ (𝑅𝐴 ∈ 𝐴 ∧ 𝑅𝐴 ∉ 𝑅𝐴).

再使用反设中的 𝑅𝐴 ∈ 𝐴，这个等价式才化简为

𝑅𝐴 ∈ 𝑅𝐴 ↔ 𝑅𝐴 ∉ 𝑅𝐴,

若左边为真，右边就迫使它为假；若左边为假，则右边为真，反向蕴含又迫使左边
为真。排中律保证两种情况必居其一，所以一定出现矛盾。因此最初的假设不成立，
故 𝑅𝐴 ∉ 𝐴。证毕。
这里没有推出宇宙崩溃；我们只推出这个新集合不在原来的边界 𝐴中。无界的 “所
有集合”不能充当 𝐴，正是限制起作用的地方。
7.替换公理模式
对集合论一阶语言的每一个公式 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑝1, … , 𝑝𝑘)，都有一条公理

∀𝐴[(∀𝑥 ∈ 𝐴 ∃!𝑦 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑝1, … , 𝑝𝑘)) → ∃𝐵 ∀𝑦(𝑦 ∈ 𝐵 ↔ ∃𝑥 ∈ 𝐴 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑝1, … , 𝑝𝑘))].

因此，一个公式若给 𝐴中每个 𝑥 唯一指定一个 𝑦，这些 𝑦 能被收集成像集。这里也
允许有限多个集合参数，所以替换同样是一套公理模式。
8.永恒的许可（无穷公理）
先把由公式唯一描述的集合 𝑥 ∪ {𝑥}缩写为 𝑆(𝑥)。此时 𝑆 只是对任意集合都能使用
的类操作记号，还不是一个已经给定定义域和陪域的映射。无穷公理规定：存在集
合 𝐼，使得

∅ ∈ 𝐼 且 ∀𝑥 ∈ 𝐼 (𝑆(𝑥) ∈ 𝐼).
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它保证至少存在一个对这个操作封闭的集合；下一章会从中筛出最小的那个自然数
集合，再把 𝑆 限制成真正的映射ℕ → ℕ。
9.正则公理（基础公理）
每个非空集合 𝐴都含有某个 𝑥，使得没有对象同时属于 𝑥 和 𝐴：

∀𝐴(𝐴 ≠ ∅ → ∃𝑥 (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ ¬∃𝑦 (𝑦 ∈ 𝑥 ∧ 𝑦 ∈ 𝐴))).

它可以推出不存在 𝑥 ∈ 𝑥；等自然数与映射构造完毕后，还能推出不存在由映射给
出的无穷向下成员链。后文只使用这些可由公理证明的推论。
【定义】交集 𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 ∈ 𝐵}；集合差 𝐴 ∖ 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 ∉ 𝐵}。它们的
存在由分离公理保证。
【思考训练】
请仔细观察，口袋 𝐴 = {∅}，口袋 𝐵 = {∅, {∅}}。它们是同一个口袋吗？口袋 𝐵里
有几个元素？
解答：
它们不是同一个口袋。用讲故事的计数词说，口袋 𝐴 里只有一个元素（一个空盒
子）；口袋 𝐵里有两个元素，分别是 “一个空盒子”和 “一个装着空盒子的盒子”。第
三章会把 “一个” “两个”正式构造成自然数，并证明这里的计数。

2.3 跨越维度的配对——笛卡尔积与映射

有了合法的口袋（集合），我们要让不同的口袋之间产生联系。
1.秩序的诞生：有序对
刚才我们说了，在普通的口袋 {𝑥, 𝑦} 里，元素是没有顺序的，先抓出 𝑥 和先抓出 𝑦
没有区别。
但是，如果要表达 “谁先谁后”，或者排队时的 “第一名和第二名”，我们必须发明一
种 “有顺序的口袋”。
【定义】我们把有顺序的对子 (𝑥, 𝑦) 定义为集合 {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}}。配对公理保证这些集
合存在。
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你看懂这个魔法了吗？为了证明 𝑥 是排在前面的，我们专门给 𝑥 发了一个 “贵宾包
厢” {𝑥}。当我们打开外面这个大口袋时，只要发现谁拥有自己单独的包厢，我们就
立刻知道：“哦！原来 𝑥 是排在前面的那一个！”
不需要引入任何新的基础概念，仅仅通过口袋的嵌套，我们就在没有时间概念的宇
宙中，硬生生地创造出了 “顺序”！
2.口袋的交叉：笛卡尔积（×）
假设有两个集合 𝐴和 𝐵。我们从 𝐴里任意抽出一个元素 𝑥，从 𝐵里任意抽出一个元
素 𝑦，把它们组成一个有顺序的对子 (𝑥, 𝑦)。
【定义】𝐴和 𝐵的笛卡尔积是

𝐴 × 𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 ∈ 𝐴且𝑦 ∈ 𝐵}.

【定理（笛卡尔积存在）】由配对、并集、幂集和分离公理，上式确实定义了一个集
合。
这个存在性证明其实很短。令 𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵。若 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵，则 {𝑥}与 {𝑥, 𝑦}都是
𝐶 的子集，所以有序对

(𝑥, 𝑦) = {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}}

属于𝒫(𝒫(𝐶))。于是，只需从已经存在的𝒫(𝒫(𝐶))中分离出这样的成员：存在
某个 𝑥 ∈ 𝐴和某个 𝑦 ∈ 𝐵，使该成员等于 (𝑥, 𝑦)。所得集合就是 𝐴 × 𝐵。
【定理（有序对的唯一性，证明略）】(𝑥, 𝑦) = (𝑢, 𝑣)当且仅当 𝑥 = 𝑢且 𝑦 = 𝑣。因此
这个集合编码确实保存了两个位置。
【例子】取 𝐴 = {∅}，𝐵 = {∅, {∅}}，直接按定义列出

𝐴 × 𝐵 = {(∅, ∅), (∅, {∅})}.

第一个位置只能来自 𝐴，第二个位置只能来自 𝐵；这就是 “有序”真正保存的信息。
请注意！这里的乘号 ×和算术里的乘法没有任何关系（因为我们还没发明数字呢！）。
它只是一个用来 “交叉配对” 的魔法符号。这是我们在宇宙中第一次将两个独立的
集合编织成了一张网。
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3.宇宙中最核心的动词：映射（函数的本源）
有了网，我们就能制定 “变换的规则”。
【定义】先把有序三元组 (𝐴, 𝐵, 𝐺) 约定为嵌套有序对 ((𝐴, 𝐵), 𝐺)。从集合 𝐴 到集
合 𝐵的映射是一份三元数据

𝑓 = (𝐴, 𝐵, 𝐺), 𝐺 ⊆ 𝐴 × 𝐵, ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∃!𝑦 (𝑦 ∈ 𝐵 ∧ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺).

𝐴叫 𝑓 的定义域，记作 dom(𝑓 )；𝐵叫陪域，记作 cod(𝑓 )；𝐺叫函数图，记作Graph(𝑓 )。
对每个 𝑥 ∈ 𝐴，把上述唯一满足 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 的 𝑦定义为 𝑓 (𝑥)，并写 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵。
【术语约定】本书把 “函数”作为 “映射”的同义词。强调集合之间的对应时常说 “映
射”，强调输入与输出的变化时常说 “函数”，但两者指的是同一种三元数据。
把定义域和陪域列入数据十分重要：即使两个映射的函数图含有相同的有序对，它
们的陪域不同，也不是同一个映射。例如从空集到 𝐵的函数图总是空集，但陪域仍
必须记录下来。
【定义】映射 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵的值域是

ran(𝑓 ) = {𝑓 (𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝐴}.

替换公理保证它是集合，并且 ran(𝑓 ) ⊆ 𝐵。陪域 𝐵是映射数据的一部分，值域则是
实际被取到的值；两者不可混淆。
【定义】对映射 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵：

• 若对任意 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴，𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥2)都蕴含 𝑥1 = 𝑥2，就称 𝑓 为单射；
• 若对任意 𝑦 ∈ 𝐵，都存在 𝑥 ∈ 𝐴使 𝑓 (𝑥) = 𝑦，就称 𝑓 为满射；
• 既是单射又是满射的映射称为双射。

【同一函数图，不同映射】令

𝐴 = 𝐵 = {∅}, 𝐶 = {∅, {∅}}, 𝐺 = {(∅, ∅)}.

三元数据 𝑓 = (𝐴, 𝐵, 𝐺)与 𝑔 = (𝐴, 𝐶, 𝐺)都是映射，而且函数图完全相同；但它们
的陪域不同，所以 𝑓 ≠ 𝑔。此外，𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵是满射，而 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐶 不是满射，因为
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陪域中的 {∅}没有被取到。这个例子说明：陪域不仅是包装标签，它会改变映射的
性质。
【定义】若 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵、𝑔 ∶ 𝐵 → 𝐶，复合映射 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐶 的函数图是

{(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐴 × 𝐶 ∶ ∃𝑦 ∈ 𝐵 ((𝑥, 𝑦) ∈ Graph(𝑓 ) ∧ (𝑦, 𝑧) ∈ Graph(𝑔))};

于是 (𝑔 ∘ 𝑓 )(𝑥) = 𝑔(𝑓 (𝑥))。恒等映射 id𝐴 ∶ 𝐴 → 𝐴 的函数图是 {(𝑥, 𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝐴}，
于是 id𝐴(𝑥) = 𝑥。分离与替换公理保证这些函数图存在。
【定理（复合与逆映射，证明略）】映射复合满足结合律，恒等映射是复合单位元。若
𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵是双射，则存在唯一映射 𝑓 −1 ∶ 𝐵 → 𝐴使 𝑓 −1 ∘ 𝑓 = id𝐴且 𝑓 ∘ 𝑓 −1 = id𝐵；
反过来，拥有这种逆映射的映射必为双射。
【定理（映射外延性，证明略）】若 𝑓 , 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐵，则 𝑓 = 𝑔 当且仅当对每个 𝑥 ∈ 𝐴
都有 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)。若定义域或陪域不同，则即使在共同输入上的值碰巧相同，也不
能用这条定理判定为同一个映射。
【公理（选择公理）】若𝒜是由非空集合组成的集合，则存在映射 𝑓 ∶ 𝒜 → ⋃ 𝒜，
使每个 𝑋 ∈ 𝒜 都满足 𝑓 (𝑋) ∈ 𝑋。ZF 加上这条公理就是本书采用的 ZFC。前半
册的具体构造通常不需要它；公开列出是为了让后文的一般选择不成为暗中增加的
规则。
【定义】以集合 𝐼 为指标的集合族，是某条映射 𝐹 ∶ 𝐼 → 𝐵，其中 𝐵是集合；把 𝐹(𝑖)
记作 𝐴𝑖。替换公理先保证值域 {𝐴𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}是集合，再定义

⋃
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 = ⋃{𝐴𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}.

由并集公理可知它是集合，并且 𝑥 属于它当且仅当 ∃𝑖 ∈ 𝐼 (𝑥 ∈ 𝐴𝑖)。若 𝐼 ≠ ∅，取
𝑖0 ∈ 𝐼，定义

⋂
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 = {𝑥 ∈ 𝐴𝑖0 ∶ ∀𝑖 ∈ 𝐼 (𝑥 ∈ 𝐴𝑖)}.

分离公理保证它是集合，外延公理保证结果不依赖 𝑖0 的选择。没有指定共同大集合
时，我们不定义空指标族的交集，因为 “所有集合”不是集合。
映射的定义还意味着：集合 𝐴 里的每个元素都必须恰好射出一支箭，既不能弃权，
也不能同时射出两支箭。不过，集合 𝐵里的靶子可以被多支箭同时射中，也可以完
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全没有箭射中。
单射、满射和双射这三个概念可以画成射箭游戏：

• 单射：不同弓箭手不会射中同一个靶子。
• 满射：陪域里的每个靶子都被射中。
• 双射：两条规则同时成立。这意味着集合 𝐴 里的弓箭手和集合 𝐵 里的靶子一个
配一个，既不争抢，也不落单。

记住 “双射”这个概念！即使我们现在还没有定义怎样数数，只要两个口袋之间能建
立双射，就可以明确地说：这两个口袋里装的东西 “一样多”。
【思考训练】
集合 𝐴里有几只不同的小狗，集合 𝐵里有几根不同的骨头。每只小狗都恰好叼起一
根骨头，不同小狗叼的是不同骨头，而且没有骨头剩下。请问，这种配对属于单射、
满射还是双射？
解答：
属于双射，也同时属于单射和满射。因为不同小狗叼的是不同骨头（单射），而且所
有骨头都被叼走了（满射），所以这种配对是双射。这说明小狗的数量和骨头的数量
“一样多”。

2.4 数学家最伟大的魔法——极度抽象的商集

这一节，我们将传授给你未来填补宇宙漏洞的最强法术：求同存异。
世界上没有两片完全相同的树叶。但在某些时候，为了建立规则，我们必须 “强行”
认为它们是相同的。比如在一堆玻璃球里，有大有小，有新有旧，但只要它们都是
红色的，我们就强行认为它们 “等价”。
在数学中，如何合法地 “无视差异”？先要定义什么叫 “关系”。
【定义】集合 𝐴上的二元关系 𝑅是 𝐴 × 𝐴的一个子集。写 𝑥𝑅𝑦，就是写 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅；
因此这里始终默认 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴。关系本身仍是一个集合，不是从语言外突然出现的新
材料。
【定义】集合 𝐴 上的二元关系 ∼ 若同时满足下列三个公式，就叫作 𝐴 上的等价关
系：
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1. 自反性： ∀𝑥 ∈ 𝐴 (𝑥 ∼ 𝑥)。
2. 对称性： ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 (𝑥 ∼ 𝑦 → 𝑦 ∼ 𝑥)。
3. 传递性： ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 ((𝑥 ∼ 𝑦 ∧ 𝑦 ∼ 𝑧) → 𝑥 ∼ 𝑧)。

三个量词的范围 𝐴都不可省略：换一个底集，同一个有序对集合可能不再是那里的
等价关系。
终极法术：商集
请注意，这里的 “商”字和买卖东西的商人无关，也和算术里的除法无关。它代表的
是一种 “分组打包”的魔法。
一旦在 𝐴上确立了等价关系 ∼，对每个 𝑥 ∈ 𝐴定义它的等价类

[𝑥] = {𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑦 ∼ 𝑥}.

• 比如我们制定等价关系为 “颜色相同”。我们就把所有红色的球装进一个盒子，把
所有蓝色的球装进另一个盒子。这些盒子就是等价类。

• 根据自反、对称和传递三条性质，每个元素都属于自己的等价类，并且任意两个
等价类要么相等，要么没有共同元素。

【定义】商集是

𝐴/∼ = {[𝑥] ∶ 𝑥 ∈ 𝐴}.

替换公理保证这些等价类可以收集成集合。
【最简单的商集例子】由分离公理，

Δ𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 ∶ 𝑥 = 𝑦}

是 𝐴上的二元关系。规定 𝑥 ∼ 𝑦当且仅当 (𝑥, 𝑦) ∈ Δ𝐴，也就是当且仅当 𝑥 = 𝑦。等
号规则立即给出自反、对称和传递性，所以这是等价关系。对每个 𝑥 ∈ 𝐴，

[𝑥] = {𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑦 = 𝑥} = {𝑥},

商集 𝐴/∼就是由各个单元素集合 {𝑥}组成的集合。商集不一定真的把不同元素粘在
一起；它只按照给定的等价关系分组。
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【定义】𝐴的一个分割是一个集合𝒞 ⊆ 𝒫(𝐴)，满足：𝒞的每个成员都非空；⋃ 𝒞 = 𝐴；
而且𝒞中任意两个不同成员不相交。
【定理（等价类分割定理，证明略）】若 ∼是等价关系，则 𝐴/∼是 𝐴的一个分割。反
过来，若𝒞是 𝐴的分割，规定 𝑥 ∼ 𝑦当且仅当存在 𝐶 ∈ 𝒞使 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶，便得到 𝐴
上的等价关系，其等价类恰是𝒞的成员。
这为什么是伟大的魔法？
因为通过商集，我们完成了一次 “视角的飞跃”。我们强行把盒子内部的所有细微差
异彻底抹除，不再关心里面是哪颗具体的红球，而是把 “装着红球的盒子”变成了一
个绝对不可分割的 “新实体”。
在未来的章节你就会看到，当我们因为没有 “负数” 和 “分数” 而陷入绝境时，正
是这种把旧概念捆绑打包的 “商集魔法”，帮我们无中生有地造出了完整的数字帝
国！
【思考训练】
给每个小朋友恰好指定一个水果标签，并规定：两人等价，当且仅当标签相等。由
于等号满足自反、对称和传递性，这确实定义了等价关系。
大口袋里有五个小朋友：小红（苹果标签）、小明（香蕉标签）、小刚（苹果标签）、
小华（橘子标签）、小丽（香蕉标签）。
如果用这个等价关系来制造 “商集”，最后这个商集口袋里，会装有几个硬纸盒（等
价类）？
解答：
会装有三个硬纸盒。
第一个硬纸盒装着：小红和小刚（苹果组）。
第二个硬纸盒装着：小明和小丽（香蕉组）。
第三个硬纸盒装着：小华（橘子组）。
商集里面有这三个独立的盒子。

2.5 本章结语

这一章，你经历了思维的崩塌与重建。
你亲手颁布了宇宙宪法，从绝对的虚无中召唤出了空集 ∅，利用口袋的嵌套创造
了顺序，利用笛卡尔积和映射编织了联系的网，最后掌握了求同存异的 “商集” 大
法。
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万物的容器已经准备就绪。所有的魔法阵都已经刻画完毕。
深呼吸。在下一章，我们将踏入整本书最令人激动的一步——我们要仅凭这些空荡
荡的魔法口袋，去生生地造出整个宇宙的骨架：数字。
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3 造出数字——从零到无限的阶梯

在上一章，你凭借 “空集公理” 和 “无穷公理”，从绝对的虚无中凭空捏造出了合法
存在的 “口袋”（集合），并学会了用 “映射”和 “商集”来建立规则。
但这还远远不够。现在的宇宙虽然有了容器，却像是一个无边无际、毫无秩序的大
仓库。如果我们要衡量宇宙，如果要指定谁先谁后，我们必须拥有数字。
请注意，在这个纯粹逻辑的宇宙里，不存在 “数字本来就在那里”这种前提。我们不
能借助手指来数数，因为这里没有 “手指”；也不能预先使用加减乘除。任何对象或
运算，都必须先得到严格定义。
准备好迎接造物主般极致的浪漫了吗？我们将见证，如何仅仅用上一章造出来的
“空荡荡的魔法口袋”，像搭积木一样，搭建起通往无限的数字阶梯。

3.1 无中生有的阶梯——皮亚诺性质与自然数ℕ

我们要造的第一批实体，是用来标记顺序的符号。我们称它们为 “自然数”。
但是在我们的宇宙里，目前唯一的合法实体只有口袋（集合）。怎么用口袋来造数字
呢？
数学家提出了一个天才的想法：用特定的集合来编码自然数。这里不能说 “先看口
袋里有多少个元素”，因为 “多少个” 正是我们还在构造的概念。以后我们会证明：
编码 𝑛的集合恰好拥有与 𝑛对应的元素数目。
第二章已经用并集公理定义了 𝐴 ∪ 𝐵。现在我们使用后继的类操作记号 𝑆(𝑥) =
𝑥 ∪ {𝑥}。它对每个集合 𝑥 都唯一指定一个集合，但在选定定义域和陪域以前，按照
第二章的约定还不能称为映射。
零的诞生：
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我们用哪个集合来编码 “0”呢？上一章已经构造出一个没有任何元素的集合——空
集 ∅。
因此我们作出定义：数字 0就是空集 ∅。
后继魔法：
怎么从 0 变成下一个数呢？我们需要一个 “往上爬一格” 的动作。利用上一章的集
合知识，我们使用已经定义好的后继操作（记为 𝑆(𝑥)）。
它的规则是：把口袋 𝑥 里的所有东西，加上口袋 𝑥 本身（把它当作一个硬纸盒），全
部合并倒进一个新口袋里。
用集合的合并符号写出来：𝑆(𝑥) = 𝑥 ∪ {𝑥}。
现在，请瞪大眼睛，见证奇迹的时刻到了：

1. 造出 1：对 0使用后继魔法。
1 = 𝑆(0) = 0 ∪ {0}
因为 0本身就是空集 ∅，所以这就等于把 “什么都没有”和 “一个装着空集的盒
子 {∅}”合并在一起。
结果是：1 = {∅}。
数字 1的唯一元素是空集。稍后我们会正式定义 “恰好有 𝑛个元素”。

2. 造出 2：对 1使用后继魔法。
2 = 𝑆(1) = 1 ∪ {1}
把数字 1（里面装着 ∅）和装着数字 1的盒子 {1}合并。
结果是：2 = {∅, {∅}}。
把它们替换成数字，其实就是 2 = {0, 1}。
数字 2的元素恰好是 0和 1。

3. 造出 3：对 2使用后继魔法。
3 = 𝑆(2) = 2 ∪ {2}
结果是 3 = {0, 1, 2}。它的元素恰好是已经排在它前面的 0、1、2。

在这个疯狂的俄罗斯套娃般的嵌套中，每一个数字不仅代表了它所在的高度，它本
身就包含着之前创造出来的所有数字！
自然数集合的正式定义
【定义】若集合 𝐽 满足 ∅ ∈ 𝐽，并且 ∀𝑥 ∈ 𝐽 (𝑆(𝑥) ∈ 𝐽)，就称 𝐽 为归纳集。无穷公
理保证至少有一个归纳集 𝐼。在这个 𝐼 中定义
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ℕ = {𝑛 ∈ 𝐼 ∶ ∀𝐽 ∈ 𝒫(𝐼) (𝐽 是归纳集 → 𝑛 ∈ 𝐽)}.

“𝐽 是归纳集”是刚才公式的缩写，所以分离公理保证ℕ是集合。
【定理（最小归纳集，证明略）】ℕ是归纳集；对每个归纳集 𝐾 都有ℕ ⊆ 𝐾；不同
的起始归纳集 𝐼 会给出同一个ℕ。因此它是所有归纳集合中唯一的最小者，只含从
0 = ∅反复取后继所必需的成员。
【思考训练】若 𝐾, 𝐿 都是归纳集，为什么 𝐾 ∩ 𝐿 仍是归纳集？
解答：因为 0同时属于 𝐾, 𝐿，所以 0 ∈ 𝐾 ∩ 𝐿。若 𝑥 ∈ 𝐾 ∩ 𝐿，则 𝑥 ∈ 𝐾 且 𝑥 ∈ 𝐿；
两者都对后继封闭，于是 𝑆(𝑥) ∈ 𝐾 且 𝑆(𝑥) ∈ 𝐿，故 𝑆(𝑥) ∈ 𝐾 ∩ 𝐿。这说明不断
取归纳集的共同部分不会丢掉起点和后继，也解释了 “最小归纳集” 为什么可以被
筛出来。
皮亚诺的五条性质
【定理（皮亚诺性质，证明略）】由第二章的集合公理和上面的定义可以推出：

1. 起点：0 ∈ ℕ。
2. 后继阶梯：若 𝑛 ∈ ℕ，则唯一确定的 𝑆(𝑛)也属于ℕ；所以把类操作限制在ℕ
上，便得到真正的映射 𝑆ℕ ∶ ℕ → ℕ。以后在自然数语境中仍简写为 𝑆。

3. 单行道：不存在 𝑛 ∈ ℕ使 𝑆(𝑛) = 0。
4. 不撞车：若 𝑆(𝑚) = 𝑆(𝑛)，则 𝑚 = 𝑛。
5. 归纳法：若 𝐴 ⊆ ℕ，且 0 ∈ 𝐴，并且 𝑛 ∈ 𝐴 ⇒ 𝑆(𝑛) ∈ 𝐴，那么 𝐴 = ℕ。

第五条铁律极其重要。【直觉】你可以把它想象成推倒一列不断延伸的多米诺骨牌：
只要你能保证推倒第一块（数字 0），并且保证只要前一块倒下，就一定会砸倒下一
块（后继），归纳法就断言每一块都会倒下。
这就是我们未来证明许多宇宙真理的终极武器——数学归纳法。
因此，上面定义的集合正是由 0和后继生成的自然数集ℕ。在本书的集合论路线中，
皮亚诺性质是定理，而不是另一套额外公理。
【引理（自然数向下封闭，证明略）】若 𝑛 ∈ ℕ 且 𝑘 ∈ 𝑛，则 𝑘 ∈ ℕ。因此每个
𝑛 ∈ ℕ都满足 𝑛 ⊆ ℕ，而 𝑆(𝑛) = 𝑛 ∪ {𝑛}也满足 𝑆(𝑛) ⊆ ℕ。这个结论可直接对 𝑛
使用归纳法证明。
【定义】若存在双射 𝑛 → 𝐴，其中 𝑛 ∈ ℕ，就说集合 𝐴恰好有 𝑛个元素。若对某个
𝑛满足此条件，就称 𝐴有限；若 𝐴不是有限集，就称 𝐴无限。
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【定理（自然数的大小，证明略）】映射 id𝑛 ∶ 𝑛 → 𝑛 定义为 id𝑛(𝑥) = 𝑥，它是双射，
所以冯·诺伊曼自然数 𝑛恰好有 𝑛个元素；并且 𝑆(𝑛) = 𝑛 ∪ {𝑛}恰好比 𝑛多出一个
元素 𝑛。这使前面的 “口袋大小” 观察成为构造后的定理，而不是定义时的循环前
提。
【定理（有限基数唯一，证明略）】若 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ，并且同一集合 𝐴分别与 𝑚, 𝑛双射，
则 𝑚 = 𝑛。因此 “恰好有 𝑛个元素”中的自然数 𝑛不会因配对方法不同而改变。
【定理（有限鸽笼原理）】对每个 𝑛 ∈ ℕ，不存在从 𝑆(𝑛)到 𝑛的单射。
证明：对 𝑛 使用归纳法。当 𝑛 = 0 时，不存在从非空集合 𝑆(0) = {0} 到空集的映
射。现在假设不存在单射 𝑆(𝑛) → 𝑛，却存在单射

𝑔 ∶ 𝑆(𝑆(𝑛)) ⟶ 𝑆(𝑛).

记 𝑦 = 𝑔(𝑆(𝑛))。在 𝑆(𝑛)上定义映射 𝜏：若 𝑦 = 𝑛，就取恒等映射；若 𝑦 ≠ 𝑛，则
规定

𝜏(𝑧) =
⎧{{
⎨{{⎩

𝑛, 𝑧 = 𝑦,
𝑦, 𝑧 = 𝑛,
𝑧, 𝑧 ≠ 𝑦且𝑧 ≠ 𝑛.

第二种情形中直接分情况可得 𝜏 ∘ 𝜏 = id𝑆(𝑛)，所以 𝜏 也是双射。于是
(𝜏 ∘ 𝑔)(𝑆(𝑛)) = 𝑛。对每个 𝑥 ∈ 𝑆(𝑛)，第二章正则公理的推论给出 𝑆(𝑛) ∉ 𝑆(𝑛)，
所以 𝑥 ≠ 𝑆(𝑛)；再由 𝜏 ∘ 𝑔的单射性可得 (𝜏 ∘ 𝑔)(𝑥) ≠ 𝑛。因此，把 𝜏 ∘ 𝑔限制在
𝑆(𝑛)上便得到单射

𝑆(𝑛) ⟶ 𝑆(𝑛) ∖ {𝑛} = 𝑛,

其中 𝑆(𝑛) ∖ {𝑛} = 𝑛还使用了第二章正则公理的推论 𝑛 ∉ 𝑛。于是所得单射与归纳
假设矛盾。故结论对 𝑆(𝑛)也成立，由归纳法得证。
【定理（自然数集是无限集）】ℕ不是有限集。
证明：若 ℕ 有限，就存在某个 𝑛 ∈ ℕ 和双射 𝑓 ∶ 𝑛 → ℕ。因为 𝑆(𝑛) ⊆ ℕ，由
𝜄(𝑥) = 𝑥 定义的包含映射 𝜄 ∶ 𝑆(𝑛) → ℕ是单射；于是

𝑓 −1 ∘ 𝜄 ∶ 𝑆(𝑛) ⟶ 𝑛
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也是单射，与有限鸽笼原理矛盾。故ℕ无限。证毕。
【定义】若存在双射ℕ → 𝐴，就称 𝐴可数无限；有限或可数无限的集合统称至多可
数。因为双射及其逆映射可以复合，而ℕ已证明为无限集，所以可数无限集不可能
同时是有限集。
【思考训练】
请按照上面的规则，写出数字 4的集合表示。
解答：
4 = 𝑆(3) = 3 ∪ {3}。因为 3 = {0, 1, 2}，所以 4 = {0, 1, 2, 3}。
数字 4就是一个装着 0、1、2、3这四个元素的口袋。

3.2 赋予运算的灵魂——递归定义与加法

现在有了自然数集ℕ，但我们得到的还只是一排层层嵌套的空盒子。怎样让它们参
与运算？又怎样在这个宇宙里严格定义 “加法”？
在公理体系里，加法（符号记为 +）必须被定义为一个明确的映射。
但我们现在手里只有每次走一步的后继操作 𝑆。怎样用它定义可以跨越任意步数的
加法呢？
这就需要用到一种名为递归的技巧：把一个复杂动作拆成不断重复的后继步骤。
【定理（自然数递归定理，证明略）】设 𝐴是集合，𝑎 ∈ 𝐴，且 𝐻 ∶ ℕ × 𝐴 → 𝐴是映
射。那么存在唯一映射 𝑓 ∶ ℕ → 𝐴，满足

𝑓 (0) = 𝑎, 𝑓 (𝑆(𝑛)) = 𝐻(𝑛, 𝑓 (𝑛)).

特别地，若已有映射 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐴，下一步只依赖当前值，取 𝐻(𝑛, 𝑢) = 𝑔(𝑢)，便得
到 𝑓 (𝑆(𝑛)) = 𝑔(𝑓 (𝑛))。这个定理由替换公理、归纳法和映射的集合定义推出。它保
证下面各种递归方程不是愿望，而确实唯一指定了映射。
我们用两条精确的递归规则来定义加法（+）：
对于任意的自然数 𝑚和 𝑛：

1. 基本规则：𝑚 + 0 = 𝑚。（任何数加上 0，等于原地踏步）。
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2. 递归规则：𝑚 + 𝑆(𝑛) = 𝑆(𝑚 + 𝑛)。（任何数加上 𝑛的后继，就等于 “先把这两个
数相加，然后再对结果整体取一次后继”）。

对每个固定的 𝑚，递归定理保证上面两条规则唯一确定映射 𝑛 ↦ 𝑚 + 𝑛；替换公理
再把所有 𝑚 的结果合在一起，得到二元映射 + ∶ ℕ × ℕ → ℕ。我们来看看它如何
计算 1 + 1。
（请牢记：1是 0的后继，所以 1 = 𝑆(0)；而 2是 1的后继，所以 2 = 𝑆(1)）

• 任务：计算 1 + 1
• 机器把第二个 1替换成它原本的样子：= 1 + 𝑆(0)
• 机器触发递归规则，把后继符号提到最外面：= 𝑆(1 + 0)
• 机器触发基本规则，任何数加 0等于它自己，所以 1 + 0就是 1：= 𝑆(1)
• 机器查阅自然数阶梯，1的后继是什么？是 2：= 2

看！没有任何现实中拨算盘的经验，纯粹依靠符号的替换，我们让机器合法地推导
出了 1 + 1 = 2。
【引理（零放在左边，短证明）】对每个 𝑛 ∈ ℕ，都有 0 + 𝑛 = 𝑛。
证明：当 𝑛 = 0时，基本规则给出 0 + 0 = 0。若已经知道 0 + 𝑛 = 𝑛，那么递归规
则与等号替换给出

0 + 𝑆(𝑛) = 𝑆(0 + 𝑛) = 𝑆(𝑛).

由数学归纳法，结论对每个自然数 𝑛成立。证毕。
同理，递归定理保证下面两条规则唯一确定乘法映射 × ∶ ℕ × ℕ → ℕ：

1. 基本规则：𝑚 × 0 = 0。（任何数乘以 0都是 0）。
2. 递归规则：𝑚 × 𝑆(𝑛) = (𝑚 × 𝑛) + 𝑚。（乘以 𝑛的后继，就等于先乘以 𝑛，然后再
用加法加上一个 𝑚）。

【记号】从现在起，自然数乘法 𝑎 × 𝑏也可写成 𝑎 ⋅ 𝑏或省略乘号写成 𝑎𝑏；三种写法
表示同一个刚刚递归定义的映射。此后在整数、有理数以及其他数系中定义了乘法
后，也沿用点号和省略乘号这两种写法。
刚才的引理立刻完成一次乘法计算。因为 1 = 𝑆(0)，所以

𝑚 × 1 = 𝑚 × 𝑆(0) = (𝑚 × 0) + 𝑚 = 0 + 𝑚 = 𝑚.
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这里每个等号依次来自 1的定义、乘法递归规则、乘法基本规则和 “零放在左边”引
理。
【定理（自然数算术律，证明略）】由递归定义和归纳法可以证明：加法、乘法满足结
合律与交换律，乘法对加法满足分配律；加法可消去，即 𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑐 ⇒ 𝑎 = 𝑏；
且 𝑎𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = 0或 𝑏 = 0。
【定义】幂由递归给出：𝑎0 = 1，𝑎𝑆(𝑛) = 𝑎𝑛 ⋅ 𝑎。若 𝑎 ∶ ℕ → ℕ是映射，则有限和
由递归给出：

0
∑
𝑘=0

𝑎𝑘 = 𝑎0,
𝑆(𝑛)
∑
𝑘=0

𝑎𝑘 = ⎛⎜
⎝

𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘⎞⎟
⎠

+ 𝑎𝑆(𝑛);

有限积则精确定义为

0
∏
𝑘=0

𝑎𝑘 = 𝑎0,
𝑆(𝑛)
∏
𝑘=0

𝑎𝑘 = ⎛⎜
⎝

𝑛
∏
𝑘=0

𝑎𝑘⎞⎟
⎠

⋅ 𝑎𝑆(𝑛).

自然数递归定理保证这些记号唯一确定。
【约定（自然数的十进制记数）】先依次给已经构造出的自然数取短名字：

1 ∶= 𝑆(0), 2 ∶= 𝑆(1), 3 ∶= 𝑆(2), 4 ∶= 𝑆(3), 5 ∶= 𝑆(4),
6 ∶= 𝑆(5), 7 ∶= 𝑆(6), 8 ∶= 𝑆(7), 9 ∶= 𝑆(8), 10 ∶= 𝑆(9).

符号 0, 1, … , 9 叫作十进制数字。对非空的有限数字串定义值 𝑉：单个数字满足
𝑉(𝑑) = 𝑑；若 𝑤已是数字串而 𝑑 是一个数字，则

𝑉(𝑤𝑑) = 𝑉(𝑤) ⋅ 10 + 𝑑.

写下数字串时，约定它表示 𝑉 的值。例如

352 = 𝑉(352) = (3 ⋅ 10 + 5) ⋅ 10 + 2.

特别地，数字串 “10”的新解释与先前短名字 10 ∶= 𝑆(9)相容，因为
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𝑉(10) = 1 ⋅ 10 + 0 = 10.

这是在自然数乘法和加法已经构造完成后引入的缩写，因此没有用 “十进制” 反过
来定义自然数。小数点尚未定义；它要等有理数构造完成后才会出现。
【思考训练】按照 𝑉 的递归规则展开数字串 204；前面添上零得到 007时，值会改
变吗？
解答：

𝑉(204) = (2 ⋅ 10 + 0) ⋅ 10 + 4,

而

𝑉(007) = (0 ⋅ 10 + 0) ⋅ 10 + 7 = 7.

在任意数字串前添上一个零，都不会改变它的值。事实上，先对单个数字 𝑑 计算

𝑉(0𝑑) = 0 ⋅ 10 + 𝑑 = 𝑑 = 𝑉(𝑑).

若已经知道 𝑉(0𝑤) = 𝑉(𝑤)，再在末尾接一个数字 𝑑，便有

𝑉(0𝑤𝑑) = 𝑉(0𝑤) ⋅ 10 + 𝑑 = 𝑉(𝑤) ⋅ 10 + 𝑑 = 𝑉(𝑤𝑑).

所以对数字串的长度作归纳可得：前置零不会改变值。这里没有借助 “位值经验”，
只使用了 𝑉 的递归规则和此前的自然数算术。
【定义】对 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ，若存在 𝑘 ∈ ℕ使 𝑚 + 𝑘 = 𝑛，定义 𝑚 ≤ 𝑛；若还满足 𝑚 ≠ 𝑛，
定义 𝑚 < 𝑛。
【记号】𝑎 ≥ 𝑏表示 𝑏 ≤ 𝑎，而 𝑎 > 𝑏表示 𝑏 < 𝑎。这些只是把已经定义的顺序符号
反向书写。
【定义】集合 𝐴 上的关系 ≤ 若满足自反性 𝑎 ≤ 𝑎、反对称性（𝑎 ≤ 𝑏 且 𝑏 ≤ 𝑎 蕴含
𝑎 = 𝑏）、传递性，以及任意 𝑎, 𝑏都可比较（𝑎 ≤ 𝑏或 𝑏 ≤ 𝑎），就称为全序。
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【定理（自然数顺序与良序，证明略）】≤ 是全序；若 𝑎 ≤ 𝑏，则对每个 𝑐 ∈ ℕ 有
𝑎 + 𝑐 ≤ 𝑏 + 𝑐 与 𝑎𝑐 ≤ 𝑏𝑐；若 𝑎 < 𝑏且 𝑐 ≠ 0，则 𝑎𝑐 < 𝑏𝑐。每个非空自然数子集
都有最小元素。后面关于 “更大” “最小”的说法都使用这个定理。
【定义】自然数 𝑛 若能写成 𝑛 = 2𝑘（𝑘 ∈ ℕ），就称为偶数；若能写成 𝑛 = 2𝑘 + 1，
就称为奇数。
【定理（自然数奇偶分解，证明略）】每个自然数恰为偶数或奇数之一。因此 𝑛2 是偶
数当且仅当 𝑛是偶数。证明只使用归纳法、分配律和消去律。
【思考训练】
请模仿机器的步骤，利用加法的两条规矩，一步步计算 2 + 2。
（提示：先把第二个 2写成 𝑆(1)，然后利用递归规则一直往下拆解）
解答：

• 2 + 2
• = 2 + 𝑆(1)（因为 2是 1的后继）
• = 𝑆(2 + 1)（运用递归规则）
• = 𝑆(2 + 𝑆(0))（因为 1是 0的后继）
• = 𝑆(𝑆(2 + 0))（再次运用递归规则）
• = 𝑆(𝑆(2))（运用基本规则 𝑚 + 0 = 𝑚，消灭掉 0）
• = 𝑆(3)（因为 2的后继是 3）
• = 4（因为 3的后继是 4）

3.3 用商集填补漏洞——整数 ℤ的诞生

宇宙似乎很完美。但当你试图寻找一种 “逆向”的操作时，灾难降临了。
假设我们有一个起点的自然数 5，和一个终点的自然数 3。我们问：能不能在自然
数集ℕ里找到一个未知的自然数 𝑥，使得 5 + 𝑥 = 3成为【真】命题？
答案是：绝对找不到。因为在ℕ里，无论 5加上什么自然数，结果都会变得更大或
者不变，绝不可能退回 3。自然数集ℕ 被撕开了一个巨大的漏洞——它只能前进，
不能后退。
为了填补漏洞，我们要凭空造出一种可以 “后退”的新数字。怎么造？因为我们还不
会减法，我们必须动用第二章学过的最强法术——商集（求同存异）！
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思路极其绝妙：用 “一对”自然数来代表一个新数！
我们利用第二章学的笛卡尔积，制造出形如 (𝑎, 𝑏)的自然数对子。
我们把对子 (𝑎, 𝑏)的意义设定为一种组合动作：“先赢得 𝑎分，再输掉 𝑏分”。

• (5, 3)代表赢 5分，输 3分。最终效果等同于赢了 2分。
• (3, 5)代表赢 3分，输 5分。最终效果是输了 2分！这正是我们梦寐以求的倒退！

但是问题来了：(5, 3)和 (4, 2)的最终效果都是 “赢 2分”；(3, 5)和 (0, 2)的最终
效果都是 “输 2分”。如果有很多对子的效果一样，我们要怎么处理？
我们可以用等价关系把效果相同的对子归为一类。
我们先在ℕ × ℕ上定义一个二元关系 ∼：
对于任意的两个对子 (𝑎, 𝑏) 和 (𝑐, 𝑑)，怎么判断它们是不是等价呢？我们目前没有
减法，绝对不能用 𝑎 − 𝑏 = 𝑐 − 𝑑 来判断。
可以把原本想表达的相减关系改写成只含加法的等式：
【定义】若 𝑎 + 𝑑 = 𝑏 + 𝑐，就规定 (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑)。
【定理（整数等价关系，证明略）】利用自然数加法的交换律、结合律和消去律，可以
证明 ∼满足自反、对称和传递性。
注意：判断等价的依据只有上一节已经定义的自然数加法（+）。
我们来验证一下：(5, 3)和 (4, 2)等价吗？
我们让第一个对子的赢（5）加上第二个对子的输（2），得到 5 + 2 = 7。
让第一个对子的输（3）加上第二个对子的赢（4），得到 3 + 4 = 7。
两个结果相等，所以这两个对子等价。
【定义】整数集是商集

ℤ = (ℕ × ℕ)/∼.

把 (𝑎, 𝑏)所在的等价类记作 [(𝑎, 𝑏)]。先定义候选映射

𝜄ℕℤ ∶ ℕ → ℤ, 𝜄ℕℤ(𝑛) = [(𝑛, 0)].

替换公理保证它确实是一条映射；稍后会证明它是保持运算与顺序的单射，届时才
有资格叫作 “嵌入”。
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在等价类上定义

[(𝑎, 𝑏)] + [(𝑐, 𝑑)] = [(𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑)],
−[(𝑎, 𝑏)] = [(𝑏, 𝑎)],

[(𝑎, 𝑏)] ⋅ [(𝑐, 𝑑)] = [(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)].

最后定义 𝑥 − 𝑦 = 𝑥 + (−𝑦)。
为什么一定要检查 “良定义”？我们只展示加法这一项。若

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑎′, 𝑏′), (𝑐, 𝑑) ∼ (𝑐′, 𝑑′),

那么 𝑎 + 𝑏′ = 𝑏 + 𝑎′ 且 𝑐 + 𝑑′ = 𝑑 + 𝑐′。利用自然数加法的结合律与交换律，

(𝑎 + 𝑐) + (𝑏′ + 𝑑′) = (𝑎 + 𝑏′) + (𝑐 + 𝑑′)
= (𝑏 + 𝑎′) + (𝑑 + 𝑐′)
= (𝑏 + 𝑑) + (𝑎′ + 𝑐′).

这正说明 (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑) ∼ (𝑎′ + 𝑐′, 𝑏′ + 𝑑′)。所以换掉输入代表元，不会改变相加
后所在的等价类。相反元与乘法的检查更长，交给下面的良定义定理统一保证。
【定义】记

0ℤ ∶= [(0, 0)], 1ℤ ∶= [(1, 0)].

【定理（整数运算良定义，证明略）】如果换用同一等价类里的其他代表，上述三个
结果的等价类不变，并且：

• 加法满足结合律、交换律，以 0ℤ 为零元，每个元素都有刚才定义的相反元；
• 乘法满足结合律、交换律，以 1ℤ 为单位元，并对加法满足分配律；
• 𝑥𝑦 = 0ℤ 蕴含 𝑥 = 0ℤ 或 𝑦 = 0ℤ。

所以，若 𝑐 ≠ 0ℤ 且 𝑐𝑥 = 𝑐𝑦，就有 𝑥 = 𝑦。第四章会把这些规律分别命名为交换环
与 “没有零因子”。
【定义】对 𝑥 = [(𝑎, 𝑏)]与 𝑦 = [(𝑐, 𝑑)]，规定

𝑥 ≤ℤ 𝑦 ⟺ 𝑎 + 𝑑 ≤ 𝑏 + 𝑐,
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并规定 𝑥 <ℤ 𝑦当且仅当 𝑥 ≤ℤ 𝑦且 𝑥 ≠ 𝑦。
【定理（整数顺序，证明略）】上述定义不依赖代表元；≤ℤ 是全序，并满足：

• 若 𝑥 ≤ℤ 𝑦，则 𝑥 + 𝑧 ≤ℤ 𝑦 + 𝑧；
• 若 0ℤ ≤ℤ 𝑥 且 0ℤ ≤ℤ 𝑦，则 0ℤ ≤ℤ 𝑥𝑦；
• 若 𝑥 <ℤ 𝑦且 0ℤ <ℤ 𝑧，则 𝑥𝑧 <ℤ 𝑦𝑧；
• 若 𝑥 <ℤ 𝑦且 𝑧 <ℤ 0ℤ，则 𝑦𝑧 <ℤ 𝑥𝑧。

于是 “正、负、较大、较小”都有了正式含义。
【定理（自然数嵌入整数，证明略）】𝜄ℕℤ 是单射，并且对 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ有

𝜄ℕℤ(0) = 0ℤ, 𝜄ℕℤ(1) = 1ℤ,
𝜄ℕℤ(𝑚 + 𝑛) = 𝜄ℕℤ(𝑚) + 𝜄ℕℤ(𝑛), 𝜄ℕℤ(𝑚𝑛) = 𝜄ℕℤ(𝑚)𝜄ℕℤ(𝑛),

𝑚 ≤ 𝑛 ⟺ 𝜄ℕℤ(𝑚) ≤ℤ 𝜄ℕℤ(𝑛).

因此不会把两个不同自然数粘成同一个整数。以后把自然数与它的像认作同一个符
号，省略 𝜄ℕℤ，并把 0ℤ, 1ℤ, ≤ℤ, <ℤ 简写为 0, 1, ≤, <；这只是受上述单射保障的
记号约定。
【定义】整数 𝑧 若能写成 𝑧 = 2𝑘（𝑘 ∈ ℤ），就称为偶数；若能写成 𝑧 = 2𝑘 + 1，就
称为奇数。
【定理（整数奇偶桥梁，证明略）】每个整数恰为偶数或奇数之一；嵌入后的自然数
奇偶性与原定义一致；偶数不可能等于奇数。特别地，对任何 𝑥 ∈ ℤ，2𝑥 是偶数，
而 3 = 2 ⋅ 1 + 1是奇数。
用盒子标签观察几个例子：

• 装满 (5, 3), (4, 2), (2, 0) 等等对子的盒子，我们就给盒子贴个标签，叫作 正二
（记为 +2）。
• 装满 (3, 5), (2, 4), (0, 2) 等等对子的盒子，我们就给盒子贴个标签，叫作 负二
（记为 -2）。
• 装满 (1, 1), (5, 5), (0, 0)等等对子的盒子，就叫作零（记为 0）。

在这个新世界 ℤ 里，每一个数字都有加法逆元。减法不再是一种尚未解释的动作，
而是 “加上加法逆元”的简称。
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【思考训练】
请问对子 (1, 4)应该被装进哪个标签的盒子里？对子 (2, 5)呢？它们在同一个盒子
里吗？
解答：
(1, 4)代表赢 1分输 4分，最终是输 3分，所以装进 “负三（-3）”的盒子里。
(2, 5)代表赢 2分输 5分，最终也是输 3分，所以也装进 “负三（-3）”的盒子里。
我们可以按定义验证：1 + 5 = 6，4 + 2 = 6，两者相等，所以这两个对子等价，必
须装在同一个盒子里。

3.4 填平碎片的鸿沟——有理数ℚ的网

整数集 ℤ让我们拥有了减法。但是，当我们用乘法提出类似的问题时，新的漏洞又
出现了。
我们问：能不能在整数集ℤ里找到一个未知的整数 𝑥，使得 2 × 𝑥 = 3成为【真】命
题？
答案再次是：找不到。若 2𝑥 = 3，刚才的整数奇偶桥梁说明左边是偶数、右边是奇
数，而整数不可能同时是奇数和偶数，矛盾。
这一次，你已经轻车熟路了。我们要再次施展 “商集”魔法，用一对整数，造出能够
填满鸿沟的 “碎片数字”！

1. 准备对子：令 𝐷 = ℤ × (ℤ ∖ {0})。只允许第二项 𝑞 ≠ 0。蛋糕故事只是直觉；
正式对象是整数对 (𝑝, 𝑞)。

2. 规定等价：什么时候两个对子代表的 “每个人分到的蛋糕”一样多呢？我们再次
定义一条二元关系 ∼：
对于任意的 (𝑝, 𝑞)和 (𝑟, 𝑠)，既然我们现在还不会除法，我们就用合法的乘法交
叉相乘来判断！
【定义】若 𝑝𝑠 = 𝑞𝑟，就规定 (𝑝, 𝑞) ∼ (𝑟, 𝑠)。
【定理（有理数等价关系）】这个关系自反、对称且传递。自反性来自 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝；
对称性来自等号的对称性与整数乘法交换律。

其中最值得检查的是传递性。设

(𝑝, 𝑞) ∼ (𝑟, 𝑠), (𝑟, 𝑠) ∼ (𝑢, 𝑣).
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于是 𝑝𝑠 = 𝑞𝑟、𝑟𝑣 = 𝑠𝑢；又因为 (𝑟, 𝑠) ∈ 𝐷，所以 𝑠 ≠ 0。由整数乘法的结合律、交
换律与等号替换，

𝑠(𝑝𝑣) = 𝑝𝑠𝑣 = 𝑞𝑟𝑣 = 𝑞𝑠𝑢 = 𝑠(𝑞𝑢).

整数的非零乘法消去律给出 𝑝𝑣 = 𝑞𝑢，所以 (𝑝, 𝑞) ∼ (𝑢, 𝑣)。这个证明没有偷偷做除
法；它只在最后使用了此前已经证明的消去律。至此三条性质都已验证，故 ∼是等
价关系。证毕。
我们来验证一下：(1, 2)代表 1个蛋糕分给 2个人；(2, 4)代表 2个蛋糕分给 4个
人。它们等价吗？
因为 1 × 4 = 4，且 2 × 2 = 4，两个结果相等，所以这两个对子等价。
3.打包成盒：【定义】有理数集是商集ℚ = 𝐷/∼，先把 (𝑝, 𝑞)的等价类记作 [𝑝, 𝑞]。
“分数线”要等除法定义完成后再作为简写引入。
4.定义运算：

[𝑝, 𝑞] + [𝑟, 𝑠] = [𝑝𝑠 + 𝑟𝑞, 𝑞𝑠],
[𝑝, 𝑞] ⋅ [𝑟, 𝑠] = [𝑝𝑟, 𝑞𝑠],

−[𝑝, 𝑞] = [−𝑝, 𝑞].

【定义】记

0ℚ ∶= [0, 1], 1ℚ ∶= [1, 1].

若 𝑝 ≠ 0，定义 [𝑝, 𝑞]−1 = [𝑞, 𝑝]；除法定义为 𝑥/𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦−1，其中 𝑦 ≠ 0ℚ。再定
义候选映射

𝜄ℤℚ ∶ ℤ → ℚ, 𝜄ℤℚ(𝑧) = [𝑧, 1].

【定理（有理数运算良定义，证明略）】这些结果不依赖代表元的选择，并且：

• 加法满足结合律、交换律，以 0ℚ 为零元，每个元素都有相反元；
• 乘法满足结合律、交换律，以 1ℚ 为单位元，并对加法满足分配律；
• 每个非零有理数都有唯一乘法逆元，而且 0ℚ ≠ 1ℚ。
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若 [𝑝, 𝑞] ≠ 0ℚ，则 𝑝 ≠ 0，所以前面写出的 [𝑞, 𝑝]确实合法且不依赖代表元。第四
章会把这样的结构命名为域。
0ℚ 不可能有逆元。否则，若 0ℚ𝑢 = 1ℚ，而分配律和加法消去律又给出 0ℚ𝑢 = 0ℚ，
便会推出 0ℚ = 1ℚ。
【定理（整数嵌入有理数，证明略）】𝜄ℤℚ 是单射，保持 0, 1, +, ⋅ 与相反元。对
𝑝, 𝑞 ∈ ℤ且 𝑞 ≠ 0，

𝜄ℤℚ(𝑝)
𝜄ℤℚ(𝑞) = [𝑝, 𝑞].

以后把整数与它的像认作同一个符号，省略 𝜄ℤℚ，并把 0ℚ, 1ℚ 简写为 0, 1；同时
把 [𝑝, 𝑞]写成 𝑝/𝑞。自然数进入ℚ的映射是两个嵌入的复合

𝜄ℕℚ = 𝜄ℤℚ ∘ 𝜄ℕℤ,

所以ℕ → ℤ → ℚ 的每一步都不会粘合原有的不同数字，并且都保持已经定义的
算术运算。
【约定（有限小数）】设 𝑤是小数点前的非空数字串，小数点后依次有 𝑘 ≥ 1个数字
𝑑1, … , 𝑑𝑘。令

𝑁 = 𝑉(𝑤𝑑1 ⋯ 𝑑𝑘) ∈ ℕ,

并定义

𝑤.𝑑1 ⋯ 𝑑𝑘 ∶= 𝑁
10𝑘 ∈ ℚ.

自然数算术律保证 10𝑘 ≠ 0，所以这个分母合法。例如 1.4 = 14/10，而 0.01 = 1/100；
前置负号表示取加法逆元。可见有限小数只是已构造有理数的缩写，不是新的数
字。
【思考训练】只用有理数的等价关系证明 0.50 = 0.5。
解答：按照有限小数定义，0.50 = 50/100，0.5 = 5/10。交叉相乘得到

50 ⋅ 10 = 500 = 100 ⋅ 5,
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所以 (50, 100) ∼ (5, 10)，两种小数写法表示同一个有理数。
【前瞻】下一章会先定义有理数的顺序，再证明：每当一个有理数排在另一个之前时，
中点 (𝑎 + 𝑏)/2 还排在二者之间。那时才把这项性质命名为稠密性。本章尚未定义
顺序符号，因此这句前瞻不参与本章的任何证明。
数字的网，似乎已经无限细密，天衣无缝了。
【思考训练】
有两堆对子，第一堆是 (2, 3)，代表 2个蛋糕分给 3个人；第二堆是 (4, 6)，代表 4
个蛋糕分给 6个人。请用上面刚刚学的 “交叉相乘验证法”，证明它们必须被装进同
一个等价类的盒子里。
解答：
把第一堆的蛋糕（2）乘以第二堆的人数（6）：2 × 6 = 12。
把第一堆的人数（3）乘以第二堆的蛋糕（4）：3 × 4 = 12。
因为 12 = 12，所以 (2, 3) ∼ (4, 6) 是【真】命题。这两个对子等价，属于同一个
名为 “三分之二”的盒子。

3.5 本章结语

这一章，你完成了创世法则中最惊心动魄的几步跳跃。
你没有借助任何现实世界里的苹果、算盘或者手指，仅仅利用第一章的对错逻辑和
第二章的空口袋：

• 用空集 ∅和后继映射，堆叠出了自然数阶梯ℕ。
• 用机器般的递归法则，赋予了它们加法和乘法的生命。
• 当自然数的加法无法逆转时，你用笛卡尔积和商集魔法，将自然数对子强行打包，
无中生有地造出了拥有减法的整数王国 ℤ。

• 当整数的乘法留下鸿沟时，你故技重施，用整数对子造出了拥有除法的有理数大
网ℚ。

这就是数学家对秩序的绝对狂热：没有任何东西是天上掉下来的。每一个漏洞，都
必须用更高级的逻辑结构去合法地缝补。
有了加法、减法、乘法和 “除以非零数” 都畅通无阻的有理数 ℚ，我们似乎已经掌
控了强大的计算工具。
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但在下一章，我们要暂时停下制造数字的脚步。我们要把数字本身全部抛弃，去审
视加减乘除背后隐藏的 “纯粹骨架”。我们将看到，真正的魔法不仅存在于数字之中，
更存在于那些看不见的旋转与对称之中。
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4 抽象的骨架——抽离运算的灵魂

在上一章，我们像搭积木一样，用一个个口袋（集合）一步步拼出了自然数、整数
和有理数，并且赋予了它们加、减、乘、除的运转规则。
现在，你可能会觉得：数学，就是研究数字的学问。
大错特错。
在纯粹的数学宇宙里，元素是不是数字并非关键；自然数、整数和有理数只是不同
的研究对象。真正把它们组织起来的，是作用在这些对象上的 “规则”。
如果我们在这一刻，施展魔法把所有的 “数字” 全部消灭，宇宙的机器会停止运转
吗？
不会的。因为这一章，我们要把加减乘除的共同结构从数字中抽离出来。你会惊奇
地发现，只要满足特定的 “骨架规则”，即使元素不是数字，也能进行严格定义的运
算！
欢迎来到代数学的最高殿堂。

4.1 抽离加法的灵魂—— “群”的诞生

让我们盯着上一章在整数中合法的 “加法”看。抛开那些枯燥的数字，加法究竟是个
什么东西？
利用第二章的知识，所谓的 “加法”，其实是一种映射规则：它把两个输入元素组合
起来，得到一个新的元素。
现在，取一个集合 𝐺。
【定义】𝐺 上的二元操作是映射 ⋆ ∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺。它已经把 “封闭”包含在映射的陪
域里。
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只要这个操作 ⋆能通过宇宙法庭的四项绝对测试，我们就赋予口袋 𝐺一个无比尊贵
的头衔——群。
哪四项测试呢？这就是加法的 “灵魂骨架”：

1. 封闭法则：已经由 ⋆ ∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 保证。
2. 结合法则：对任意 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺，(𝑎 ⋆ 𝑏) ⋆ 𝑐 = 𝑎 ⋆ (𝑏 ⋆ 𝑐)。
3. 单位元：存在 𝑒 ∈ 𝐺，使任意 𝑎 ∈ 𝐺 都满足 𝑒 ⋆ 𝑎 = 𝑎 ⋆ 𝑒 = 𝑎。
4. 逆元：对任意 𝑎 ∈ 𝐺，存在 𝑎−1 ∈ 𝐺，使 𝑎 ⋆ 𝑎−1 = 𝑎−1 ⋆ 𝑎 = 𝑒。

【定义】满足这四条的 (𝐺, ⋆) 是一个群。若对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 还满足 𝑎 ⋆ 𝑏 = 𝑏 ⋆ 𝑎，
就称为交换群。
【定理（唯一性）】群的单位元唯一，每个元素的逆元也唯一。因此，“这个单位元”
和 “𝑎的逆元”都不需要另作选择。
这个证明很短，值得完整看一次。若 𝑒与 𝑒′ 都是单位元，那么

𝑒 = 𝑒 ⋆ 𝑒′ = 𝑒′.

第一个等号使用 “𝑒′ 是右单位元”，第二个等号使用 “𝑒是左单位元”。单位元因而只
能有一个。再设 𝑏, 𝑐都是 𝑎的逆元，则利用结合律，

𝑏 = 𝑏 ⋆ 𝑒 = 𝑏 ⋆ (𝑎 ⋆ 𝑐) = (𝑏 ⋆ 𝑎) ⋆ 𝑐 = 𝑒 ⋆ 𝑐 = 𝑐.

所以逆元也只能有一个。这个证明展示了公理的作用：结论不是靠观察许多例子猜
出，而是由四条群法则必然推出的。
【例子】整数加法群 (ℤ, +)是交换群：单位元是 0，整数 𝑎的逆元是 −𝑎。非零有理
数在乘法下也组成交换群 (ℚ ∖ {0}, ⋅)：单位元是 1，𝑞的逆元是 𝑞−1。同一个 “群”
字可以描述完全不同的元素与操作；真正共同的是四条法则。
【思考训练】
请你当一次法官。口袋里装的是我们上一章造出来的自然数集（包含 0, 1, 2, 3, …），
操作规则是加法。
请问，自然数在加法操作下，能构成一个 “群”吗？它倒在了哪一项测试上？
解答：
它不能构成群，因为它不满足第四项 “逆元”条件。
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例如，对自然数 3，我们需要在自然数集中找到一个数，使它与 3相加等于单位元
0。但是自然数集中没有 −3（它属于整数集），所以 3在自然数加法下没有逆元，自
然数集也就不能构成群。

4.2 万物皆可运算——映射组成的置换群

为了证明 “群”的骨架根本不需要数字，我们来玩一个纯粹的 “换位游戏”。
【定义】设 𝐴是集合。从 𝐴到 𝐴的双射称为 𝐴的一个置换。所有置换组成的集合记
作

Sym(𝐴) = {𝜎 ∶ 𝐴 → 𝐴 ∶ 𝜎是双射}.

若 𝜎, 𝜏 ∈ Sym(𝐴)，定义

𝜎 ⋆ 𝜏 = 𝜏 ∘ 𝜎.

因此 𝜎 ⋆ 𝜏表示 “先做 𝜎，再做 𝜏”；这个次序约定会在下文一直保持。
【记号】若有限集合 𝐶 恰有 𝑚 个元素，就写作 |𝐶| = 𝑚。第三章关于有限集合的定
义保证这个自然数 𝑚唯一。
【定理（有限乘法计数原理，证明略）】设 𝑆 是一个集合，𝐶 是第一步选择组成的有
限集合。若映射 𝑝 ∶ 𝑆 → 𝐶 把每个完整方案送到它的第一步选择，且 |𝐶| = 𝑚，并
且对每个 𝑐 ∈ 𝐶，集合 {𝑠 ∈ 𝑆 ∶ 𝑝(𝑠) = 𝑐}都恰有 𝑛个元素，那么 𝑆 是有限集，并
且 |𝑆| = 𝑚 × 𝑛。因此这条定理不仅计算数目，也证明完整方案确实只有有限多个；
它可由有限集合、双射与自然数乘法推出，有限多个步骤可反复使用。
现在令 𝐴 = {1, 2, 3}表示桌上的三个位置，并在三个位置上分别放苹果卡、香蕉卡、
橘子卡。一次换位规则给每个原位置指定唯一的新位置，并且不漏掉任何位置；因
此它恰好是集合 𝐴的一个置换。
比如，我们规定一个置换规则，取名叫作 “规则一”：把第一张和第二张卡片互换位
置，第三张不动。
再规定一个规则，取名叫作 “规则二”：把所有的卡片统一向右挪动一个位置（最后
一张挪到最前面）。
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一个置换由三张卡片各自的去处唯一确定。第一张卡片的去处有 3 种；确定
后，第二张为了不与它相撞有 2种；最后一张只剩 1种。反复使用有限乘法计数原理，

|Sym(𝐴)| = 3 × 2 × 1 = 6.

我们现在把这 6个置换规则本身当作新集合的元素。
这里的操作正是上面已经定义的 ⋆。比如 “规则一 ⋆规则二”，意思就是先执行规则
一，再执行规则二。
【定理（对称群，证明略）】(Sym(𝐴), ⋆)是群：

1. 两个双射的复合仍是双射，所以运算封闭；
2. 映射复合满足结合律，所以 ⋆也满足结合律；
3. 恒等映射 id𝐴 是单位元；
4. 每个双射 𝜎都有逆映射 𝜎−1，它就是群中的逆元。

置换群还告诉我们：群运算不一定能交换次序。令 𝑠 交换 1 与 2、固定 3；令 𝑟 把
1 ↦ 2、2 ↦ 3、3 ↦ 1。按照 “先做左边、再做右边”的约定，

(𝑠 ⋆ 𝑟)(1) = 𝑟(𝑠(1)) = 𝑟(2) = 3,

而

(𝑟 ⋆ 𝑠)(1) = 𝑠(𝑟(1)) = 𝑠(2) = 1.

两个映射在输入 1时给出不同结果，所以 𝑠 ⋆ 𝑟 ≠ 𝑟 ⋆ 𝑠。因此 Sym(𝐴)是群，却不
是交换群。这也是为什么群定义不能擅自加入交换律。
计数六种规则时，我们使用了自然数乘法；但这个群自身的元素不是数字，群运算
也不是数的加减乘除，而只是置换规则的依次复合。它依然通过了群的全部测试！
这个群称为 𝐴的对称群。
【定义】若 𝐻 ⊆ Sym(𝐴)，并且把 ⋆ 限制在 𝐻 上以后，(𝐻, ⋆) 仍是群，就称 𝐻 是
Sym(𝐴) 的一个子群，也称为 𝐴 上的一个置换群。这个例子揭示了一个重要事实：
运算不一定是在计算数字，也可以是在组合规则。
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4.3 双重魔法的叠加——环与域

有了群的骨架，我们可以处理一种操作（比如加法）。但有理数拥有加法和乘法两种
操作。我们必须把乘法的骨架也抽离出来。
【定义】若集合 𝑅带有两种二元操作 ⊕, ⊗，并对任意 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅满足下列法则，就
称 (𝑅, ⊕, ⊗)为环：

1. 加法群：(𝑅, ⊕)是交换群，加法单位元记为 0。
2. 乘法结合与单位元：(𝑎 ⊗ 𝑏) ⊗ 𝑐 = 𝑎 ⊗ (𝑏 ⊗ 𝑐)，并存在 1 ∈ 𝑅，使每个 𝑎 ∈ 𝑅
都满足 1 ⊗ 𝑎 = 𝑎 ⊗ 1 = 𝑎。

3. 左右分配律：

𝑎 ⊗ (𝑏 ⊕ 𝑐) = (𝑎 ⊗ 𝑏) ⊕ (𝑎 ⊗ 𝑐),

(𝑎 ⊕ 𝑏) ⊗ 𝑐 = (𝑎 ⊗ 𝑐) ⊕ (𝑏 ⊗ 𝑐).

本书采用 “环含乘法单位元”的约定。若对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅还有 𝑎 ⊗ 𝑏 = 𝑏 ⊗ 𝑎，就称
为交换环。
整数就是这样一个环。但在上一章我们知道，并非每个非零整数都有整数范围内的
乘法逆元。例如，整数集中没有 2的乘法逆元，因为 1/2不是整数。
为了让每个非零元素都能进行乘法逆运算，我们引出一种更强的代数结构——域。
【定义】若交换环满足 0 ≠ 1，且 𝑅 ∖ {0}在乘法下构成交换群，就称为域。
为什么 0不可能有乘法逆元？先由环公理证明一个短结论。这里仍使用环定义中的
符号 ⊕, ⊗。对任意 𝑎 ∈ 𝑅，分配律给出

0 ⊗ 𝑎 = (0 ⊕ 0) ⊗ 𝑎 = (0 ⊗ 𝑎) ⊕ (0 ⊗ 𝑎).

令 𝑐 是元素 0 ⊗ 𝑎在加法群中的逆元。在等式两边同时加上 𝑐，便得到 0 ⊗ 𝑎 = 0。
若域中的 0 有乘法逆元 𝑢，就会有 1 = 0 ⊗ 𝑢 = 0，与域所要求的 0 ≠ 1 矛盾。因
此，“不能除以 0”不是额外禁令，而是由环与域的法则共同推出的结论。
在域中总能进行加法、减法和乘法；只要除数不为 0，也总能进行除法，而且结果
仍留在域中。
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上一章我们千辛万苦利用商集魔法造出来的有理数网，正是我们目前拥有的第一个
绝对合法的 “域”。
【思考训练】
请问，在有理数域的乘法下，保持其他元素不变的单位元是哪个数？数字 5的乘法
逆元是谁？
解答：
乘法单位元是 1，因为任何有理数乘以 1都等于它自己。
数字 5 的乘法逆元是五分之一（1/5），因为 5 × (1/5) = 1，乘积恰好是乘法单位
元。

4.4 未来的魔法容器——多项式环

在进入下一章之前，我们用刚建立的代数骨架锻造一件重要工具：多项式环。
平时，你可能听过 “未知数 𝑋” 这种说法。但是，在严密的定义中，只说一个对象
“未知”还不够精确；我们必须用集合和映射明确说明它是什么。
设 𝑅 是任意交换环。以下把环运算 ⊕ 简写为 +，把 ⊗ 简写为 ⋅，并允许像普通乘
法那样省略乘号；加法零元与乘法单位元仍记作 0, 1。利用第二章的映射法则，一
个取值于 𝑅的序列就是映射 𝑎 ∶ ℕ → 𝑅，把 𝑎(𝑛)简写为 𝑎𝑛。
【定义】若存在 𝑁 ∈ ℕ，使每个 𝑛 > 𝑁 都有 𝑎𝑛 = 0，就称 𝑎具有有限支撑。
我们在这些盒子里放入 𝑅的元素。取 𝑅 = ℚ时，(2, 3, 5, 0, 0, …)表示第零号盒子
装 2，第一号盒子装 3，第二号盒子装 5，后面的盒子全装 0。
为了防止它失控，我们下达一道铁律：这排无限的盒子里，只有有限个盒子里可以
装非零的数字，后面的无穷多个盒子必须全都是 0。
卷积公式需要把 𝑅中有限多个元素相加，所以先把这个记号正式造出来。对任意序
列 𝑐 ∶ ℕ → 𝑅，第三章的递归定理给出唯一序列 𝑆 ∶ ℕ → 𝑅，满足

𝑆0 = 𝑐0, 𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 + 𝑐𝑛+1.

【定义】记
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𝑛
∑
𝑘=0

𝑐𝑘 = 𝑆𝑛.

因此这里的有限和使用的是环 𝑅的加法，而不是把系数误当成自然数。
卷积公式还会用到自然数的差。若 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ 且 𝑘 ≤ 𝑛，第三章对 ≤ 的定义保证存
在 𝑟 ∈ ℕ使 𝑘 + 𝑟 = 𝑛，加法消去律又保证这个 𝑟 唯一。
【定义（自然数差）】把这个唯一的 𝑟 记作 𝑛 − 𝑘。这里仅在 𝑘 ≤ 𝑛时使用自然数差。
接下来，我们在这排长长的盒子上定义两套操作：

• 加法：(𝑎 + 𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛。
• 乘法（卷积）：

(𝑎𝑏)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘.

右边正是刚刚递归定义的、使用 𝑅 中加法的有限和。所有下标之和为 𝑛 的系数
乘积都要相加，不能只取其中一项。

【定理（多项式环，证明略）】所有从ℕ到 𝑅的有限支撑序列在上述运算下封闭，并
构成交换环，记为 𝑅[𝑋]。它的加法零元是全零序列，乘法单位元是 (1, 0, 0, …)。证
明只需环公理、有限和与自然数归纳法。
此时，我们从这个新环里揪出一个极其特殊的盒子序列，它只有第一号盒子里装着
1，其他所有的盒子里全都是 0：(0, 1, 0, 0, …)。
我们给这个特殊的序列赋予一个神圣的符号：大写字母 𝑋。
利用我们刚定义的盒子编号相加的乘法规则，你会发现一个惊天奇迹：
当序列 𝑋 乘以序列 𝑋（即第一号盒子乘第一号盒子），结果会跑到 1 + 1 = 2 的位
置。于是 𝑋 ⋅ 𝑋 的结果变成了 (0, 0, 1, 0, …)，也就是第二号盒子装了 1。
如果再乘一次 𝑋，结果就会跑到第三号盒子：(0, 0, 0, 1, 0, …)。
因此，与 𝑋 相乘会把每个系数向后移动一格；继续乘以 𝑋，就会继续向后移动。
把环元素 𝑐 ∈ 𝑅识别为常数序列 (𝑐, 0, 0, …)，并递归定义 𝑋0 = 1、𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛𝑋。
若 𝑎𝑛 = 0对所有 𝑛 > 𝑁 成立，则相应序列可写成

𝑎0 + 𝑎1𝑋 + ⋯ + 𝑎𝑁𝑋𝑁 ,
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而每个位置上的系数 𝑎𝑛 由序列唯一确定；在末尾添上系数为 0 的项不会产生新的
序列。
特别地，在ℚ[𝑋]中，序列 (2, 3, 5, 0, …)可以写成 2 + 3𝑋 + 5𝑋2。
【例子（逐格计算多项式乘法）】在ℚ[𝑋]中，令

𝑎 = 1 + 2𝑋 = (1, 2, 0, …), 𝑏 = 3 + 𝑋 = (3, 1, 0, …).

卷积公式逐格给出

(𝑎𝑏)0 = 1 ⋅ 3 = 3,

(𝑎𝑏)1 = 1 ⋅ 1 + 2 ⋅ 3 = 7,

(𝑎𝑏)2 = 1 ⋅ 0 + 2 ⋅ 1 + 0 ⋅ 3 = 2.

更高位置的系数全为 0，所以

(1 + 2𝑋)(3 + 𝑋) = 3 + 7𝑋 + 2𝑋2.

熟悉的 “展开括号” 并不是另一套规则，而只是把盒子序列的卷积公式写成简洁符
号后的结果。
我们把这个由无限盒子构成的全新代数结构命名为多项式环。在这个结构里，𝑋 不
是 “某个尚不知道数值的数”，而是由序列 (0, 1, 0, …)严格定义的元素。因为 𝑅可
以是任意交换环，所以第五章构造出ℝ与 ℂ后，同一份定义会立即给出ℝ[𝑋]与
ℂ[𝑋]，不需要另造一套规则。
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4.5 建立绝对的阶级——序结构

现在，有理数已经构成一个域，可以在相应条件下进行加、减、乘、除。
但是，我们的宇宙还缺失了一种极其重要的能力：比较大小。
如果没有大小之分，所有的有理数在网里就只是一团混沌。我们必须给它们制定 “排
队法则”。
请记住，我们不能依靠人类的生活经验去说 “3比 2大”。所有的比较，都必须转化
为合法的 “集合与逻辑”。
利用第三章的整数顺序，我们正式定义有理数的正子集：

𝑃 = {𝑥 ∈ ℚ ∶ 存在𝑝, 𝑞 ∈ ℤ，使𝑞 ≠ 0, 𝑥 = [𝑝, 𝑞]且((𝑝 > 0∧𝑞 > 0)∨(𝑝 < 0∧𝑞 < 0))}.

也就是说，分子与分母同号时，这个有理数为正。
【定理（正性良定义，证明略）】若 [𝑝, 𝑞] = [𝑟, 𝑠]，其中 𝑞, 𝑠 ≠ 0，则 𝑝, 𝑞 同号当且
仅当 𝑟, 𝑠 同号。因此上面对 𝑃 的定义不依赖代表元的选择。并且对任意 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ，
𝑃 满足下面两条法则：

1. 绝对的分裂（三歧性）：𝑎 ∈ 𝑃、𝑎 = 0、−𝑎 ∈ 𝑃 三个命题中恰有一个为真；
2. 绝对的封闭：若 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃，则 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑃 且 𝑎𝑏 ∈ 𝑃。

因此，有理数中确实存在这样一个正子集；下面的顺序不是未经证明的任意选择。
我们终于可以利用 𝑃，严格定义表示大小关系的符号：大于（记为 >）。
究竟什么是 𝑎 > 𝑏？
【定义】𝑎 > 𝑏当且仅当 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑃；定义 𝑎 < 𝑏为 𝑏 > 𝑎，并用 𝑎 ≤ 𝑏表示 𝑎 < 𝑏
或 𝑎 = 𝑏，用 𝑎 ≥ 𝑏表示 𝑏 ≤ 𝑎。
举个例子：为什么 5大于 3？因为 5减去 3等于 2，而 2这个元素，恰好躺在我们
定义好的正子集 𝑃 这个口袋里！
所有的大小比较，最终都被转化为 “某个元素是否属于集合 𝑃”这一逻辑判断。
【推论（顺序运算律，证明略）】利用 𝑃 的三歧性和封闭性可推出：

• 如果 𝑎 > 𝑏且 𝑏 > 𝑐，那么必定有 𝑎 > 𝑐。
• 如果 𝑎 > 𝑏，那么对任意有理数 𝑐，两边同时加上 𝑐后，仍有 𝑎 + 𝑐 > 𝑏 + 𝑐。
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【定义】设 𝐹 是域，≤是 𝐹 上的全序。若对任意 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹 都满足

𝑎 ≤ 𝑏 ⟹ 𝑎 + 𝑐 ≤ 𝑏 + 𝑐,

并且对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 都满足

0 ≤ 𝑎 ∧ 0 ≤ 𝑏 ⟹ 0 ≤ 𝑎𝑏,

就称 (𝐹, ≤)为有序域。
【定义】全序集称为稠密的，当且仅当对任意 𝑎 < 𝑏，都存在元素 𝑐使 𝑎 < 𝑐 < 𝑏。
【定理（有理数有序域，证明略）】上述关系是全序，并与加法、乘法相容；若 𝑎 < 𝑏，
则 𝑎 < (𝑎 + 𝑏)/2 < 𝑏。因此ℚ是稠密有序域。
最后一个不等式有一个很短的证明。令 𝑐 = (𝑎 + 𝑏)/2。因为 𝑏 − 𝑎 > 0，并且正数
除以正数 2仍为正数，所以

𝑐 − 𝑎 = 𝑏 − 𝑎
2 > 0, 𝑏 − 𝑐 = 𝑏 − 𝑎

2 > 0.

按照 “大于”的定义，这正是 𝑎 < 𝑐与 𝑐 < 𝑏。因此，任意两个不同的有理数之间都
能明确构造出另一个有理数，而不是只凭 “看起来很密”作判断。
【定理（有理数的阿基米德性质，证明略）】对每个 𝑞 ∈ ℚ，都存在 𝑛 ∈ ℕ使 𝑛 > 𝑞。
等价地，对每个正有理数 𝜖，都存在 𝑛 ∈ ℕ且 𝑛 ≥ 1，使

0 < 1
𝑛 < 𝜖.

把 𝑞 写成整数之比后，利用自然数的后继与整数顺序即可证明；这里不需要实数。
第五章验证戴德金分割的乘法逆元时会使用这条定理。
【推论（有序域的符号法则，证明略）】在任意有序域中，𝑥2 ≥ 0，并且 𝑥2 = 0当且
仅当 𝑥 = 0；若 𝑥 ≠ 0，则 𝑥2 > 0。此外，𝑎2 + 𝑏2 = 0当且仅当 𝑎 = 𝑏 = 0。这些
结论都可由三歧性、乘法封闭性和域中无零因子推出。
【定义】在任意有序域中，(𝑎, 𝑏) = {𝑥 ∶ 𝑎 < 𝑥 < 𝑏}，[𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∶ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}；半
开区间用同样方式定义。以后 “区间”都指由这些顺序条件指定的集合。
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至此，原本混沌一团的有理数网，被强行拉扯成了一条有着绝对先后顺序的单行道。
所有的元素规规矩矩地排成了一列长长的队伍。
我们给带有这种完美排队规则的域，颁发了最终的称号：有序域。
【思考训练】
已知 8 > 5，也就是说 (8 − 5)这个结果属于正子集 𝑃。
请利用这个定义证明：在不等式两边同时加上 2后，依然有 10 > 7。
解答：
要证明 10 > 7，只需判断 10 − 7是否属于 𝑃。由

10 − 7 = 3 = 8 − 5

以及已知的 8 > 5，可知 8 − 5 ∈ 𝑃。根据等号替换，10 − 7与 8 − 5是同一个有理
数，所以 10 − 7 ∈ 𝑃。按照 “大于”的定义，这就证明了 10 > 7。

4.6 本章结语

这一章，你体会到了剥离现实后，数学最深层的恐怖与美丽。
你发现，代数运算不一定作用在数字上。“群”是单一运算的骨架，“环”协调两种运
算，而 “域”还保证每个非零元素都有乘法逆元。
你用有限支撑的盒子序列构造出了多项式环。
最后，你用口袋分类的逻辑，给有理数刻下了绝对的 “大于”秩序，将其化为完美的
“有序域”。
现在，我们的有理数大军不仅可以进行四则运算，而且整齐地排好了长队，仿佛组
成了一条无限延伸、看似密不透风的直线。
但这条直线真的坚不可摧吗？
深呼吸。在下一章，我们将在这条看似完美的直线上，残忍地劈下一刀。这一刀，将
划破有理数的伪装，让你直视一个深不见底的恐怖深渊——连续统。在那里，你将
见证宇宙中最宏大的一场造物奇迹。
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5 完美的直线——直面连续统的深渊

在上一章的结尾，我们的宇宙中诞生了 “有序域”。所有的有理数都根据 “大于” 和
“小于”的排队法则，整齐划一地排成了一条前后无限延伸的队伍。
当你在这条队伍中随便挑出两个有理数（比如排在前面的甲和排在后面的乙），你总
能用上一章合法的加法和除法，把它们加起来除以 2，在它们正中间精确地找到一
个新的有理数。
由于你可以无限次地执行这个 “找中间” 的操作，有理数仿佛已经像沙子一样密密
麻麻，彻底填满了整个宇宙，连一丝缝隙都不剩。
但这是最大的幻觉。
这一章，我们要拿起纯逻辑的利刃，狠狠劈向这条看似密不透风的有理数队伍。我
们将撕开它的伪装，直视里面深不见底的恐怖深渊。
随后，为了拯救宇宙免于破碎，我们必须发动整个数学史上最宏大、最极致的 “造
物魔法”，去铸造一条真正完美、没有任何破绽的绝对直线。
欢迎来到实数与连续统的世界。

5.1 致命的一刀——发现深渊的裂缝

我们要如何证明密不透风的有理数队伍里，其实至少存在一个空洞？
答案是：用一个猜谜游戏来寻找幽灵。
回想我们在第三章寻找负数和分数时使用的手段。当时我们问：
-在自然数里，能不能找到一个未知的数 𝑥，使得 𝑥 + 5 = 3为【真】？找不到，于是
诞生了可以后退的整数。
-在整数里，能不能找到一个未知的数 𝑥，使得 2 × 𝑥 = 3为【真】？找不到，于是诞
生了可以填补碎片的有理数。
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现在，我们在有理数里，提出一个极其简单的挑战：
能不能在有理数里找到一个正数 𝑥，使得 𝑥 × 𝑥 = 2为【真】？
让我们用第一章的反证法审判这个问题。
【定义】对整数 𝑛，若存在 𝑘 ∈ ℤ 使 𝑛 = 2𝑘，就称 𝑛 为偶数；若存在 𝑘 ∈ ℤ 使
𝑛 = 2𝑘 + 1，就称 𝑛为奇数。
【定义】对整数 𝑑, 𝑛，若存在 𝑘 ∈ ℤ使 𝑛 = 𝑑𝑘，就说 𝑑 整除 𝑛。同时整除整数 𝑝, 𝑞
的正整数叫共同正因子；若这些共同正因子中有最大的一个，就称它为 𝑝, 𝑞 的最大
公因子。
【引理（证明略）】第三章的良序与整数运算可以构造最大公因子，并结合奇偶分解
推出：

1. 每个非零有理数都可写成 𝑝/𝑞，其中 𝑞 > 0，且 𝑝, 𝑞 没有大于 1 的共同正因子；
这样的表示叫最简表示。

2. 若整数 𝑛2 是偶数，则 𝑛 是偶数。它的逆否证明是：若 𝑛 = 2𝑘 + 1，则 𝑛2 =
2(2𝑘2 + 2𝑘) + 1是奇数。

3. 假设：对方赢了，假设真的存在这样一个合法的有理数 𝑥，满足 𝑥 × 𝑥 = 2。
4. 推导：既然 𝑥 是有理数，根据第三章的定义，它必定是一个分数。为了方便，我
们把它写成上下两个整数相除的形式：𝑥 = 𝑝

𝑞。
取上面引理保证存在的最简表示，所以 𝑝与 𝑞不可能同时为偶数。

5. 代入：既然 𝑥 × 𝑥 = 2，那么 𝑝×𝑝
𝑞×𝑞 = 2。由于 𝑞 ≠ 0，两边同乘 𝑞 × 𝑞，得到

𝑝 × 𝑝 = 2 × (𝑞 × 𝑞)。
6. 奇偶的审判：

• 观察上面的式子，𝑝 × 𝑝等于 2乘以某个数。这意味着 𝑝 × 𝑝必定是一个 “偶
数”（因为它包含 2的倍数）。

• 由 “𝑛2 为偶数则 𝑛为偶数”的引理，𝑝必定是偶数。
• 既然 𝑝是偶数，我们把 𝑝写成 2 × 𝑘（𝑘 是某个未知的整数）。
• 把 𝑝替换掉，代回刚才的式子：(2 × 𝑘) × (2 × 𝑘) = 2 × (𝑞 × 𝑞)。
• 稍微整理一下：4 × (𝑘 × 𝑘) = 2 × (𝑞 × 𝑞)。
• 把两边都写成含因子 2 的乘积，并用整数的乘法消去律消去非零因子 2，得
到 2(𝑘 × 𝑘) = 𝑞 × 𝑞。
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• 看！现在轮到 𝑞 × 𝑞等于 2乘以某个数了！所以 𝑞 × 𝑞必定也是偶数，从而得
出结论：𝑞本身必定也是一个偶数！

7. 出现矛盾：第 2步选取的是最简表示，所以 𝑝和 𝑞 不能同时为偶数；第 4步却
推出了它们同时为偶数。

8. 结论：这与最简表示矛盾。根据第一章的反证法，最初的存在假设为假。

法庭最终宣判：不存在正有理数使 𝑥2 = 2。若有负有理数满足这个等式，它的相反
数也会满足，而且是正有理数；0也不是解。因此，不存在任何有理数使 𝑥2 = 2。
这意味着什么？
想象你把有理数队伍按照大小排好：
若只观察非负有理数，可以把平方小于 2的数放在左侧，把平方大于 2的数放在右
侧。若要切分全部有理数，还必须把所有负有理数放入左侧；下一节会写出精确定
义。
当你在这两支队伍交界的地方寻找那个 “刚刚好等于 2”的界碑时……
那里什么都没有！那里是一个无法名状的黑洞，是一个将有理数队伍彻底切断的深
渊裂缝。
仅仅这一道裂缝，就已经足够证明有理数的稠密性不等于 “没有缺口”。至于还能构
造多少道不同裂缝，需要另外的定理；在那些定理出现之前，我们不凭直觉断言它
们的数量。
【思考训练】
请问，在有理数队伍里，能不能找到一个正数 𝑦，使得 𝑦 × 𝑦 = 9？这个方程是否也
暴露出一道有理数裂缝？
解答：
能找到，因为 3 × 3 = 9，而 3 = 3/1是有理数。因此这个方程没有暴露新的有理数
裂缝；𝑥2 = 2所确定的分割才没有有理数位于刀口。

5.2 造物主的利刃——戴德金分割

宇宙绝不允许破碎。为了填补这些深不见底的裂缝，我们必须造出一种全新的数
字。
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但这次和第三章造分数不一样，我们甚至无法用一对整数来定位它，因为它根本就
不在比例的网格上！
怎么无中生有地造出深渊？
德国数学家戴德金拔出了一把名为 “纯逻辑” 的极致利刃。他提出了数学史上最狂
野的造物思想：
既然裂缝本身什么都没有，那我们就把 “裂缝左边所有的有理数” 打包起来装进口
袋，把这个巨大的口袋本身，当成那个新数字！
我们要向有理数队伍挥下一刀（这被称为戴德金分割）。
只记录左口袋就足够，因为右口袋必定是ℚ ∖ 𝐿。
【定义】集合 𝐿 ⊆ ℚ称为一个戴德金分割，若满足：

1. 𝐿 ≠ ∅且 𝐿 ≠ ℚ；
2. 向下封闭：若 𝑥 ∈ 𝐿 且 𝑦 < 𝑥，则 𝑦 ∈ 𝐿；
3. 没有最大元：对每个 𝑥 ∈ 𝐿，存在 𝑦 ∈ 𝐿 使 𝑥 < 𝑦。

令 𝑈 = ℚ ∖ 𝐿。由定义可证明：若 𝑙 ∈ 𝐿 且 𝑢 ∈ 𝑈，则 𝑙 < 𝑢；而且若 𝑢 ∈ 𝑈 且
𝑢 < 𝑣，则 𝑣 ∈ 𝑈。所以这一刀不会在队伍里乱切。
【定义】对每个 𝑟 ∈ ℚ，记

𝑟∗ = {𝑞 ∈ ℚ ∶ 𝑞 < 𝑟}.

【定理（有理分割判别，证明略）】𝑟∗ 是戴德金分割，并且ℚ ∖ 𝑟∗ 有最小元 𝑟。反过
来，若 𝐿 是戴德金分割且ℚ ∖ 𝐿 有最小元 𝑟，那么 𝐿 = 𝑟∗。因此，一个分割来自有
理数，当且仅当它的右口袋有最小元；这个有理数也由最小元唯一确定。
现在，见证造物的奇迹。让我们观察这干净利落的一刀劈下去后，右口袋 𝑈 会发生
什么？
右口袋只有两种可能：
情况一：右口袋 𝑈 里面有一个最小元 𝑟。
由有理分割判别，此时 𝐿 = 𝑟∗。比如刀刚好劈在有理数 3的位置，左口袋是 3∗，而
3是右口袋的最小元。这个分割精确地表示已经存在的有理数 3。
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情况二：右口袋 𝑈 没有最小元。
对于平方等于 2的裂缝，先把下面这个左口袋记作 𝐿2：

𝐿2 = {𝑞 ∈ ℚ ∶ 𝑞 < 0或𝑞2 < 2}.

其中 “𝑞 < 0”保证所有负有理数都在裂缝左边。
【引理（平方根分割，证明略）】利用有理数有序域的运算与稠密性，可以证明 𝐿2 非
空、不是全体ℚ、向下封闭且没有最大元；其补集也没有最小元。因此它是一个合
法分割，并由有理分割判别知道它不等于任何 𝑟∗。
在情况二中，左口袋没有最大元，右口袋也没有最小元。刀刃仿佛悬停在一道深渊
之上。
就在这最令人绝望的时刻，戴德金宣告了神谕：
不要去深渊里寻找数字！这个把有理数队伍一分为二的 “左口袋 𝐿”本身，就是一个
绝对合法的全新实体！
【思考训练】
假设我们往左口袋 𝐿 里装入所有小于 5 的有理数，往右口袋 𝑈 里装入所有大于或
等于 5的有理数。
请问：左口袋里有最大的数吗？右口袋里有最小的数吗？这属于上面的情况一还是
情况二？
解答：
左口袋里没有最大的数：任取 𝑥 < 5，有理数的稠密性给出

𝑥 < 𝑥 + 5
2 < 5,

所以还有一个比 𝑥 大、同时仍小于 5的有理数属于左口袋。
右口袋里有最小的数，那就是 5本身。
这属于 “情况一”，并且左口袋正是 5∗。

5.3 完美的实数轴ℝ与确界原理

利用幂集和分离公理，我们把所有满足分割条件的 𝐿 ⊆ ℚ收集起来。
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• 那些对应着 “情况一”的左口袋，我们就给它们贴上旧标签，比如代表有理数 3、
有理数 5。

• 那些对应着 “情况二（深渊裂缝）”的左口袋，我们就赋予它们全新的合法身份。
比如 𝐿2 会代表一个全新的实数；下面的域结构定理将证明它的平方等于 2，届
时才正式称它为 “2的平方根”。

【定义】实数集是所有戴德金分割组成的集合：

ℝ = {𝐿 ∈ 𝒫(ℚ) ∶ 𝐿 是戴德金分割}.

把前面定义的分割 𝑟∗ 作为有理数 𝑟 在ℝ中的像。
【定理（有理数嵌入，证明略）】映射 𝑟 ↦ 𝑟∗ 是单射。因此，以后可以把 𝑟 与 𝑟∗ 视
作同一个数。
【定义】对 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ，规定 𝐴 < 𝐵当且仅当 𝐴 ⊊ 𝐵，规定 𝐴 ≤ 𝐵当且仅当 𝐴 ⊆ 𝐵。
先用旧有理数检查这个新顺序。若 𝑟 < 𝑠，则每个 𝑞 < 𝑟 也满足 𝑞 < 𝑠，所
以 𝑟∗ ⊆ 𝑠∗；而中点 (𝑟 + 𝑠)/2 属于 𝑠∗ 却不属于 𝑟∗，所以包含是严格的。反过
来，若 𝑟∗ ⊊ 𝑠∗，取 𝑞 ∈ 𝑠∗ ∖𝑟∗，便有 𝑞 < 𝑠且 𝑞 ≮ 𝑟，从而 𝑟 ≤ 𝑞 < 𝑠，故 𝑟 < 𝑠。因此

𝑟 < 𝑠 ⟺ 𝑟∗ ⊊ 𝑠∗.

例如 2∗ ⊊ 3∗，其中 5
2 就是 “属于 3∗、不属于 2∗”的明确见证。把分割按包含关系

排队，确实延续了原有的有理数顺序。
【定义】对分割 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ，定义

𝐴 + 𝐵 = {𝑎 + 𝑏 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵},

−𝐴 = {𝑞 ∈ ℚ ∶ 存在𝑟 ∈ ℚ ∖ 𝐴使𝑞 < −𝑟}.

零元是 0∗ = {𝑞 ∈ ℚ ∶ 𝑞 < 0}。
若 𝐴, 𝐵 ≥ 0∗，定义
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𝐴 ⋅ 𝐵 = {𝑞 ∈ ℚ ∶ 𝑞 < 0，或∃𝑎 ∈ 𝐴 ∃𝑏 ∈ 𝐵 (0 < 𝑎 ∧ 0 < 𝑏 ∧ 𝑞 < 𝑎𝑏)}.

其余符号组合分情况定义：若 𝐴 < 0∗ ≤ 𝐵，令 𝐴⋅𝐵 = −((−𝐴) ⋅𝐵)；若 𝐵 < 0∗ ≤ 𝐴，
令 𝐴 ⋅ 𝐵 = −(𝐴 ⋅ (−𝐵))；若 𝐴, 𝐵 < 0∗，令 𝐴 ⋅ 𝐵 = (−𝐴) ⋅ (−𝐵)。每个等式右侧出
现的乘法都已归入非负情形。
【定理（戴德金分割的域结构，证明略）】上述集合仍是分割，运算与顺序满足有序
域的全部公理；嵌入 𝑟 ↦ 𝑟∗ 保持 0, 1, +, ⋅和顺序，并且 𝐿2 ⋅ 𝐿2 = 2∗。逐项验证使
用前四章的集合、有序域法则以及第四章 “有理数的阿基米德性质”；后者尤其用于
构造并验证非零分割的乘法逆元。
这条定理也让旧算术完整地住进了新世界。例如

1∗ + 2∗ = 3∗, −(2∗) = (−2)∗, (3
2)

∗
⋅ 2∗ = 3∗.

这些等式不是把新运算 “碰巧解释成” 旧运算，而是嵌入保持运算这一结论的具体
实例。
【定义】现在定义 √2 = 𝐿2。由刚才的定理，√2 ⋅ √2 = 2；这个符号到这里才获得正
式含义。
你看，我们不需要预先知道 √2的任何小数展开，就能用 “左口袋”这个集合实体极
其严密地捕获它！深渊不再是虚无，深渊被打包成了一个合法的盒子！
从分割的定义可以证明，实数集拥有有理数不具备的确界性质。在这里，确界性质
是定理，而不是另加的一条公理。
什么是确界原理？
想象在实数ℝ的队伍里，有一群数字被关在一个栅栏里，它们向右边走，但右边有
一堵绝对无法跨越的墙（这堵墙叫作 “上界”）。
【定义】若集合 𝐴 ⊆ ℝ，实数 𝑢满足每个 𝑎 ∈ 𝐴都有 𝑎 ≤ 𝑢，则 𝑢是上界。若上界 𝑠
还满足每个上界 𝑢都有 𝑠 ≤ 𝑢，则 𝑠是上确界，记作 sup𝐴。
【定理（确界定理）】每个非空且有上界的实数子集都有唯一上确界。更明确地，若
∅ ≠ 𝒜 ⊆ ℝ，并且存在 𝑈 ∈ ℝ使每个 𝐿 ∈ 𝒜都满足 𝐿 ⊆ 𝑈，那么

sup𝒜 = ⋃
𝐿∈𝒜

𝐿.
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这里 “有上界”不可省略。
这个定理的证明正好展示了分割构造的力量。记

𝑆 = ⋃
𝐿∈𝒜

𝐿.

因为 𝒜 非空，而且它的每个成员都是非空分割，所以 𝑆 ≠ ∅。共同上界 𝑈 使
𝑆 ⊆ 𝑈；又因为 𝑈 ≠ ℚ，所以 𝑆 ≠ ℚ。
若 𝑥 ∈ 𝑆，则 𝑥 属于某个 𝐿 ∈ 𝒜。由 𝐿 向下封闭可知，𝑆 也向下封闭；由 𝐿 没有
最大元可知，𝑆 也没有最大元。因此，𝑆 本身是一个戴德金分割。
每个 𝐿 ∈ 𝒜 都包含于 𝑆，所以 𝑆 是𝒜 的上界。若 𝑉 是另一个上界，则对每个
𝐿 ∈ 𝒜都有 𝐿 ⊆ 𝑉，从而

𝑆 = ⋃
𝐿∈𝒜

𝐿 ⊆ 𝑉.

所以 𝑆 是最小上界。若有两个最小上界，它们彼此不大于对方，由全序的反对称性
可知二者相等，唯一性也就得到证明。
【例子】令

𝐸 = {𝑥 ∈ ℝ ∶ 𝑥 < 1}.

由于 0 ∈ 𝐸，集合 𝐸 非空；实数 1 是 𝐸 的上界。任何 𝑢 < 1 都不是上界：令
𝑐 = (𝑢 + 1)/2，则

𝑐 − 𝑢 = 1 − 𝑢
2 > 0, 1 − 𝑐 = 1 − 𝑢

2 > 0,

所以 𝑢 < 𝑐 < 1，即 𝑐 ∈ 𝐸 且 𝑐 > 𝑢。因此，𝑢不是 𝐸 的上界。任取 𝐸 的上界 𝑣，上
面的论证说明 𝑣 不可能小于 1；由全序性，1 ≤ 𝑣。故 sup𝐸 = 1。注意，1不属于
𝐸；上确界不必是集合中的最大元。
【定理（非负平方根，证明略）】对每个 𝑎 ≥ 0，集合 {𝑥 ∈ ℝ ∶ 𝑥 ≥ 0且𝑥2 ≤ 𝑎}非
空且有上界；它的上确界是唯一满足 𝑟 ≥ 0、𝑟2 = 𝑎的实数，记为 √𝑎。
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【推论（有理数不具确界性，证明略）】集合

𝑆2 = {𝑞 ∈ ℚ ∶ 𝑞 ≥ 0且𝑞2 < 2}

非空并且在ℚ中有上界，却没有属于ℚ的上确界。否则若 𝑠 ∈ ℚ是其上确界，便
可由稠密性与有理数的阿基米德性质推出 𝐿2 = 𝑠∗，这与有理分割判别和 “𝐿2 不等
于任何 𝑟∗”矛盾。
但在实数ℝ中，每个非空且有上界的集合都有一个实数上确界。例如，与平方等于
2的裂缝对应的实数就是 √2。
至此，实数ℝ变成了一条具有确界性质的实数队伍。我们称它为实数轴；“连续映
射”将在下一章另行定义，这里不借用那个尚未出现的概念。

5.4 永恒的追逐——柯西列与完备性

为了让你更深刻地感受到这种 “没有次序缺口” 的性质，我们换一种动态的视角来
审视实数宇宙。
我们在上一章的多项式环里学过 “序列”的概念：它像一排永远写不到头的盒子，第
0号、第 1号、第 2号，依次延伸下去；现在，我们在里面装入实数。
法国数学家柯西提出了一种极度严苛的追逐游戏：
在这排无尽的盒子里，随着编号越来越大，里面的数字会不会 “互相挤作一团”？
【定义】对 𝑥 ∈ ℝ，定义它的绝对值为

|𝑥| =
⎧{
⎨{⎩
𝑥, 𝑥 ≥ 0,
−𝑥, 𝑥 < 0.

【引理（绝对值法则）】对任意 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ：

1. |𝑥| ≥ 0，且 |𝑥| = 0当且仅当 𝑥 = 0；
2. | − 𝑥| = |𝑥|；
3. |𝑥𝑦| = |𝑥||𝑦|；
4. |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|（三角不等式）；
5. ∣|𝑥| − |𝑦|∣ ≤ |𝑥 − 𝑦|（反三角不等式）；
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6. 若 𝑟 ≥ 0，则 |𝑥| ≤ 𝑟 当且仅当 −𝑟 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟；若 𝑟 > 0，则 |𝑥| < 𝑟 当且仅当
−𝑟 < 𝑥 < 𝑟。

这些结论由第四章的有序域符号法则分情况推出。其中三角不等式有一个能看见结
构的短证明：绝对值定义给出

−|𝑥| ≤ 𝑥 ≤ |𝑥|, −|𝑦| ≤ 𝑦 ≤ |𝑦|.

把同方向的不等式相加，得到

−(|𝑥| + |𝑦|) ≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ |𝑥| + |𝑦|.

因为 |𝑥| + |𝑦| ≥ 0，第 6条中的非严格不等式形式便给出 |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|。
【定义】两实数 𝑥, 𝑦 的数值距离是 |𝑥 − 𝑦|；下一章会验证它满足抽象度量的全部公
理。
【定义】实数序列是映射 𝑎 ∶ ℕ → ℝ，记 𝑎𝑛 = 𝑎(𝑛)。
【定义】若对每个 𝜖 > 0，都存在 𝑁 ∈ ℕ，使任意 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 都满足 |𝑎𝑚 − 𝑎𝑛| < 𝜖，
就称 (𝑎𝑛)为柯西列。
【定义】若存在 𝐿 ∈ ℝ，使对每个 𝜖 > 0 都存在 𝑁 ∈ ℕ，并使每个 𝑛 ≥ 𝑁 都满足
|𝑎𝑛 − 𝐿| < 𝜖，就称 𝑎𝑛 收敛到 𝐿，记作 𝑎𝑛 → 𝐿。
最简单的例子是常值序列：固定 𝑐 ∈ ℝ，令每个 𝑎𝑛 = 𝑐。对任意 𝜖 > 0，取 𝑁 = 0。
于是对每个 𝑛 ≥ 𝑁，都有 |𝑎𝑛 − 𝑐| = 0 < 𝜖，所以 𝑎𝑛 → 𝑐；同样，因为 |𝑎𝑚 − 𝑎𝑛| = 0，
它也是柯西列。
【引理（极限的基本性质）】实数序列的极限若存在就唯一；每个收敛实数序列都是
柯西列。
先证唯一性。假设同一序列同时收敛到 𝐿 和 𝑀，且 𝐿 ≠ 𝑀。令 𝛿 = |𝐿 − 𝑀| > 0，
并在两个收敛定义中都取 𝜖 = 𝛿/3。分别得到 𝑁1, 𝑁2 后，取 𝑁 = 𝑁1 + 𝑁2，则
𝑁 ≥ 𝑁1, 𝑁2，从而

|𝐿 − 𝑀| ≤ |𝐿 − 𝑎𝑁 | + |𝑎𝑁 − 𝑀| < 2𝛿
3 ,

即 𝛿 < 2𝛿/3，与 𝛿 > 0矛盾。所以 𝐿 = 𝑀。

67



Xu
lei
Su
n

再设 𝑎𝑛 → 𝐿。给定 𝜖 > 0，在收敛定义中把容许误差取为 𝜖/2，得到 𝑁。若
𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁，则

|𝑎𝑚 − 𝑎𝑛| ≤ |𝑎𝑚 − 𝐿| + |𝐿 − 𝑎𝑛| < 𝜖
2 + 𝜖

2 = 𝜖.

这正是柯西条件。注意这个方向只用三角不等式；反方向 “每个柯西列都收敛”才需
要实数的完备性。
柯西列就像一群在黑暗中不断互相靠近的萤火虫。它们越往后飞，就挤得越紧，仿
佛在疯狂地逼近某个神秘的目标点。
这里，宇宙法庭展现了实数集ℝ的终极威力：
【定理（柯西完备性，证明略）】每个实数柯西列都收敛到唯一实数。这个定理可以
由确界定理推出。
【定理（阿基米德性质，证明略）】对每个实数 𝑥，存在自然数 𝑛 使 𝑛 > 𝑥。等价地，
对每个 𝜖 > 0，存在 𝑁 ∈ ℕ且 𝑁 ≥ 1，使每个 𝑛 ≥ 𝑁 都满足 0 < 1/𝑛 < 𝜖；特别
地，1/10𝑛 → 0。
【引理（整数夹逼）】对每个实数 𝑡，都存在整数 𝑚使

𝑚 − 1 ≤ 𝑡 < 𝑚.

证明：由阿基米德性质取 𝑁 ∈ ℕ使 𝑁 > −𝑡，于是 𝑠 = 𝑡 + 𝑁 > 0。自然数集合

𝐶 = {𝑘 ∈ ℕ ∶ 𝑘 > 𝑠}

非空；由自然数的良序性，它有最小元 𝑘。因为 𝑠 > 0，所以 𝑘 ≥ 1；最小性又
说明 𝑘 − 1 ≤ 𝑠 < 𝑘。令 𝑚 = 𝑘 − 𝑁 ∈ ℤ，把这串不等式同时减去 𝑁，便得到
𝑚 − 1 ≤ 𝑡 < 𝑚。
【定理（有理数在实数中稠密）】若 𝑥 < 𝑦是实数，则存在 𝑞 ∈ ℚ使 𝑥 < 𝑞 < 𝑦。
证明：由阿基米德性质取 𝑛 ∈ ℕ且 𝑛 ≥ 1，使 1/𝑛 < 𝑦 − 𝑥。对 𝑡 = 𝑛𝑥 使用整数夹
逼，取 𝑚 ∈ ℤ使

𝑚 − 1 ≤ 𝑛𝑥 < 𝑚.
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令 𝑞 = 𝑚/𝑛 ∈ ℚ。由 𝑛𝑥 < 𝑚得 𝑥 < 𝑞；由 𝑚 ≤ 𝑛𝑥 + 1得

𝑞 = 𝑚
𝑛 ≤ 𝑥 + 1

𝑛 < 𝑦.

所以 𝑥 < 𝑞 < 𝑦。这条定理以后会让我们只用可数多个有理坐标的小球描述多维实
数空间的全部开集。
不管萤火虫们怎样飞，只要它们满足柯西条件，实数轴上就一定有一个点作为它们
的极限。绝不会出现 “序列满足柯西条件，却没有实数极限”的情况。
正是这极其霸道的 “完备性”，赋予了我们未来去研究无穷无尽的微小变化的合法权
力。
【思考训练】
假设有一群萤火虫组成一个序列，它们依次停在 1, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, …上。
请问，随着编号越来越大，它们互相之间的距离是不是越来越小？它们在逼近实数
轴上的哪一个目标点？
解答：
把第一项编号为 0，这个序列就是 𝑎𝑛 = 1/10𝑛。上面的阿基米德性质已经给出
1/10𝑛 → 0，所以目标点是 0；再由 “收敛序列必为柯西列”，对任意 𝜖 > 0，足够
靠后的任意两项之间距离都小于 𝜖。这才是 “互相之间的距离越来越小” 的严格含
义。

5.5 终极的魔法扩展——复数域 ℂ的降临

实数轴ℝ在有序与完备性方面已经十分完整。在实数域里，可以进行加、减、乘以
及除数非零的除法，原先的次序缺口也已被填补。
但是，当我们在这个完美的域里，尝试用上一章的代数骨架去制造一种特殊的挑战
时，最后一道封印出现了。
在第四章的通用多项式构造中取系数环 𝑅 = ℝ，便得到ℝ[𝑋]。现在考察其中的多
项式 𝑋2 + 1。
我们问：在完美的实数ℝ里，能不能找到一个数 𝑥，让 𝑥 × 𝑥 + 1 = 0成为【真】命
题？
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根据第四章有序域的平方正性法则：

• 如果 𝑥 是正数，两个正数相乘必定还是正数，𝑥 × 𝑥 是正的。正数加上 1，绝对不
等于 0。

• 如果 𝑥 是负数，“负负得正”的绝对代数法则规定，它乘以它自己依然是正数。正
数加上 1，绝对不等于 0。

• 如果 𝑥 就是 0，0乘以 0等于 0，加上 1等于 1，也不等于 0。

这意味着，在实数宇宙里，任何数自己乘自己，都不可能等于 -1！
完美的实数直线，在纯粹的代数挑战面前，依然存在着一个死胡同！
为了打破这道封印，我们不必提前引入更高级的商环工具，直接利用有序对即可完
成构造。
【定义】复数集是笛卡尔积 ℂ = ℝ × ℝ。在实数对上定义

(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

(𝑎, 𝑏)(𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐).

定义 0 = (0, 0)、1 = (1, 0)，并把实数 𝑎识别为 (𝑎, 0)。定义虚数单位 𝑖 = (0, 1)。
直接计算得到

𝑖2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1.

每个 (𝑎, 𝑏)都唯一写成 𝑎 + 𝑏𝑖。
【推论】对 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ，第四章的有序域符号法则给出 𝑎2, 𝑏2 ≥ 0，并且 𝑎2 + 𝑏2 = 0
当且仅当 𝑎 = 𝑏 = 0。
【定理（复数域，证明略）】上述加法和乘法使 ℂ成为域。若 (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0)，其乘
法逆元是

(𝑎, 𝑏)−1 = ( 𝑎
𝑎2 + 𝑏2 , −𝑏

𝑎2 + 𝑏2) ,

因为上述推论在 (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0)时给出 𝑎2 + 𝑏2 > 0。这证明复数除法确实可行。
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【说明】由第四章的通用构造，现在也有了多项式环 ℂ[𝑋]。“每个非常数复系数多
项式都有复根”叫代数基本定理，是远比 “𝑖2 = −1”更深的结论，本书后文不会在
未证明时把它当作工具。
【思考训练】
在刚刚诞生的复数域里，神圣的虚数单位 𝑖 自己乘以自己等于 -1（即 𝑖 × 𝑖 = −1）。
请问，如果把四个 𝑖 乘在一起（𝑖 × 𝑖 × 𝑖 × 𝑖），结果等于多少？
解答：
我们把它们两个两个组合起来。
前两个乘起来是 -1，后两个乘起来也是 -1。
然后把这两个结果相乘：(−1) × (−1) = 1。
这就是虚数的魔法流转。

5.6 本章结语

这一章，你亲历了宇宙诞生以来最惊心动魄的几次造物奇迹。
你用纯逻辑的猜谜游戏说明了有理数的稠密不等于完备，并证明了有理数中不存在
平方等于 2的数。
你挥舞戴德金分割的利刃，将深渊本身打包成合法的口袋，铸造出了具有确界性质
并且柯西完备的实数轴ℝ。
你用柯西的萤火虫序列，验证了实数的柯西完备性。
最后，你用实数有序对和明确的两条运算规则构造了虚数单位 𝑖，并证明这些有序对
组成复数域 ℂ。
我们的数字大厦，至此已经完美封顶。它们不再是简单的符号，而是由纯粹逻辑、集
合嵌套、代数骨架和完备性法则共同编织的终极神器。
但是，只有直线和符号的世界未免太过孤单。
在下一章，我们要暂时从数轴走向更广阔的空间。我们将利用刚刚构造的实数ℝ建
立严格的距离概念，并进一步定义什么是 “靠近”、什么是 “连通”、什么是拓扑意义
下的 “形状”。
准备好进入拓扑与距离的奇异世界吧。
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6 距离与形态——奇异的拓扑魔法

在上一章，我们挥舞戴德金之刀，填平了有理数的次序缺口。我们终于拥有了具有
确界性质并且柯西完备的实数轴ℝ。
现在，我们的宇宙里充满了坚实的数字点。但如果我们要在这广袤的宇宙中航行，如
果我们要研究事物是如何 “变化”和 “运动”的，我们还缺少一样极其关键的东西。
想象一下：如果你是一只生活在纯逻辑宇宙里的蚂蚁，你身边只有密密麻麻的数字，
没有任何现实世界里的尺子。
你怎么知道点 𝐴离点 𝐵有多远？
你怎么判断自己是在 “靠近”目标，还是在 “远离”目标？
如果你面前有一团扭曲的数字集合，你怎么判断它是不是 “连在一起”的？
这一章，我们要用集合与逻辑的语言，严格定义 “距离”、“靠近”和 “形状”。
更疯狂的是，我们最终会抛弃 “距离”本身，提炼出宇宙中最纯粹、最奇异的几何法
则——拓扑。
欢迎来到形态的绝对真理世界。

6.1 虚拟的尺子——创造度量空间

什么是 “距离”？在公理化的宇宙里，我们不能用真实的尺子去量，我们必须把它定
义为一个合法的规则（映射）。
设 𝑋 是集合。
【定义】𝑋 上的度量是映射 𝑑 ∶ 𝑋 × 𝑋 → ℝ，并且对任意 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 满足下列条
件。
但法庭不会随便批准。为了让这个规则真正配得上 “距离”这两个字，它必须死死遵
守三条铁律：
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1. 非负与正定性：𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0，并且 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0当且仅当 𝑥 = 𝑦。
2. 对称性：交换两点的次序不会改变距离，即 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)。
3. 三角不等式：𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)。把它想成 “经 𝑦 绕道不会更短” 只是
直觉；一般度量空间未必真的存在道路或 “最快路线”。

只要一个集合配备了这样一个合法的距离规则 𝑑，就称有序对 (𝑋, 𝑑)为一个度量空
间。
在上一章的实数轴上已经定义了绝对值。令 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|。
【定理（实数的通常度量，证明略）】上一章的绝对值法则分别给出非负与正定性、对
称性和三角不等式，所以这个 𝑑 满足全部度量公理。
例如，点 2和点 5的距离是 3；点 −1和点 3的距离是 4。
度量不一定来自直尺。
【例子（离散度量）】在任意集合 𝑋 上定义

𝑑disc(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩
0, 𝑥 = 𝑦,
1, 𝑥 ≠ 𝑦.

非负、正定与对称性可直接从定义读出。验证三角不等式只需分两种情况。若
𝑥 = 𝑧，左边为 0；若 𝑥 ≠ 𝑧，则 𝑥 = 𝑦 与 𝑦 = 𝑧 不可能同时成立，所以 𝑑disc(𝑥, 𝑦)、
𝑑disc(𝑦, 𝑧)至少有一个等于 1，于是

𝑑disc(𝑥, 𝑧) = 1 ≤ 𝑑disc(𝑥, 𝑦) + 𝑑disc(𝑦, 𝑧).

因此任何集合，不论其中的元素是什么，都至少能配备这样一种合法度量。
现在，我们终于在虚拟的宇宙中，拥有了一把合法的、无形的光束尺。
【思考训练】
假设有一条神奇的街道，从你家（点 𝐴）到学校（点 𝐵）的距离是 500米，但是从
学校回家时，距离却变成了 800米。
请问，这个街道的距离规则，符合度量空间的铁律吗？它违背了哪一条？
解答：
不符合。它违背了第二条 “对称性”：交换起点与终点后，距离应当保持不变。
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6.2 画出开球与 “靠近”的绝对标准

有了这把尺子，我们终于可以严格定义 “某个点附近”。
在上一章，我们定义了实数序列的收敛。稍后我们会把同一个想法推广到任意度量
空间；现在先锻造它所需的开球。
为了把这种 “逼近” 具象化，我们需要在空间里画出一个极其重要的几何结构：开
球。
把与点 𝑎的距离小于 𝑟 的所有点收集起来，就得到下面的集合。
取实数 𝑟 > 0。
【定义】以 𝑎为中心、𝑟 为半径的开球是

𝐵𝑟(𝑎) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝑟}.

距离恰好等于 𝑟 的点不属于 𝐵𝑟(𝑎)。
【定义】集合 {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑎) = 𝑟}称为度量球面。现在只记录 “球面被排除”这一
事实，不先把它叫作边界；“皮”只是帮助想象的比喻。
为什么定义中使用严格不等式？因为我们要用开球来描述一种严格的局部邻近关
系。
【定义】子集𝑈 ⊆ 𝑋 是开集，当且仅当对每个 𝑥 ∈ 𝑈，都存在 𝑟 > 0使 𝐵𝑟(𝑥) ⊆ 𝑈。
这就是度量空间中的开集。这个条件只保证每个点附近有一个安全小球，并不表示
反复迈小步永远不能走出 𝑈。
离散度量给出一个可以完全算清的例子。若 0 < 𝑟 ≤ 1，那么

𝐵𝑟(𝑎) = {𝑎};

若 𝑟 > 1，则 𝐵𝑟(𝑎) = 𝑋。因此任取子集 𝑈 ⊆ 𝑋 和点 𝑎 ∈ 𝑈，半径为 1 的开球
𝐵1(𝑎) = {𝑎}都包含于 𝑈。所以离散度量下的每一个子集都是开集。这里没有凭图
形判断；结论只来自距离的两个可能值 0与 1。
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【引理（开球是开集）】在任意度量空间中，每个开球 𝐵𝑟(𝑎)都是开集。事实上，若
𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑎)，则

𝑠 = 𝑟 − 𝑑(𝑦, 𝑎) > 0.

对任意 𝑧 ∈ 𝐵𝑠(𝑦)，三角不等式给出

𝑑(𝑧, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑎) < 𝑠 + 𝑑(𝑦, 𝑎) = 𝑟,

所以 𝐵𝑠(𝑦) ⊆ 𝐵𝑟(𝑎)。这正好验证了开集定义对球内每个点的要求。
【直觉】开集中的每个点都有一个仍留在集合内的小开球；这描述的是局部性质，不
保证经过许多小步后永远不会走出集合。
【思考训练】
请问，在实数轴上，开区间 (0, 1) 是开集吗？如果站在 0.0001 这个离端点很近的
位置，还能找到完全落在 (0, 1)内的小开球吗？
解答：
它是开集。严格地说，任取 𝑥 ∈ (0, 1)，令

𝑟 = 𝑥(1 − 𝑥)
2 .

有序域法则给出 𝑟 > 0、𝑟 < 𝑥 且 𝑟 < 1 − 𝑥。若 |𝑦 − 𝑥| < 𝑟，由绝对值定义得到
𝑥 − 𝑟 < 𝑦 < 𝑥 + 𝑟，从而 0 < 𝑦 < 1。因此 𝐵𝑟(𝑥) ⊆ (0, 1)。
站在 0.0001 时也能按同一公式选到正半径。关键是区间内的每个点都有自己的小
球；0 和 1不属于这个区间，并不意味着开集没有边界。正式的边界概念要等拓扑
定义完成后再引入。

6.3 抛弃尺子——纯粹拓扑空间的诞生

现在，我们要进行全书最疯狂的一次思想跳跃。
在第一节，我们费尽心机定义了 “距离尺子 𝑑”。
现在，我们要把这把尺子彻底砸碎。
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为什么？因为在未来的弯曲宇宙里，空间可能被像橡胶一样任意拉伸、扭曲。在被拉
伸的空间里，“距离”这种东西是极其脆弱和善变的。今天两点之间的距离是 1，明
天宇宙一膨胀，距离就变成了 100。
如果连尺子都在变形，我们怎么去寻找宇宙中永恒不变的几何真理？
数学家发现了一个惊天秘密：许多重要性质只需要知道哪些集合是开集，不需要知
道距离的具体数值。于是我们暂时忘掉尺子的刻度，只保留开集之间的包含、并与
交。
于是，宇宙法庭颁布了凌驾于距离之上的绝对形态法则——拓扑。
【定义】集合 𝑋 上的一个拓扑是子集族𝒯 ⊆ 𝒫(𝑋)，满足：

1. 包含空集与全集：∅ ∈ 𝒯且 𝑋 ∈ 𝒯。
2. 任意并封闭：若 𝐼 是任意集合，并且对每个 𝑖 ∈ 𝐼 都有𝑈𝑖 ∈ 𝒯，则⋃𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 ∈ 𝒯。
3. 有限交封闭：若 𝑛 ≥ 1且 𝑈1, … , 𝑈𝑛 ∈ 𝒯，则 𝑈1 ∩ ⋯ ∩ 𝑈𝑛 ∈ 𝒯。

满足这些条件时，(𝑋, 𝒯)称为拓扑空间，𝒯的成员称为开集。
【术语约定】若集合 𝑁 ⊆ 𝑋 包含某个含点 𝑥 的开集，就称 𝑁 是 𝑥 的一个邻域；若
𝑁 本身还是开集，就称它是 𝑥 的一个开邻域。
【定理（度量诱导拓扑）】度量空间中按开球定义的全部开集满足这三条公理，所
以每个度量空间都自然产生一个拓扑，称为该度量诱导的拓扑。实数的通常度量
𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|所诱导的拓扑称为实数的通常拓扑。
这条定理有一个简短的证明。空集没有元素，因此开集条件自然成立；对每个 𝑥 ∈ 𝑋，
都有 𝐵1(𝑥) ⊆ 𝑋，所以 ∅与 𝑋 都是开集。
若 𝑥 ∈ ⋃𝑖∈𝐼 𝑈𝑖，则 𝑥 属于某个 𝑈𝑖。这个 𝑈𝑖 中包含 𝑥 的开球也包含于整个并集，
所以任意并仍是开集。
若 𝑥 ∈ 𝑈 ∩𝑉，分别取 𝑟, 𝑠 > 0，使 𝐵𝑟(𝑥) ⊆ 𝑈 且 𝐵𝑠(𝑥) ⊆ 𝑉。令 𝑡 = min{𝑟, 𝑠} > 0，
便有

𝐵𝑡(𝑥) ⊆ 𝑈 ∩ 𝑉.

所以两个开集的交仍是开集；反复使用这个结论便得到有限交封闭。
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【例子（两种极端拓扑）】对任意集合 𝑋，幂集 𝒫(𝑋) 满足拓扑公理，称为 𝑋
上的离散拓扑；上面的离散度量恰好诱导它。另一方面，只含空集与整个空间的集合族

{∅, 𝑋}

也满足拓扑公理，称为平凡拓扑。前者宣布每个子集都开，后者只宣布空集与整个
空间开。拓扑公理允许这两个极端，也允许介于它们之间的许多选择；当 𝑋 = ∅时，
这两个拓扑恰好相同。
【定义】子集 𝐹 ⊆ 𝑋 是闭集，当且仅当补集 𝑋 ∖ 𝐹 是开集。集合 𝐴 ⊆ 𝑋 的闭包 𝐴
是包含 𝐴的所有闭集的交集。
闭超集族非空，因为 𝑋 本身是闭集并且包含 𝐴。任意非空族闭集之交仍闭：这个交
集的补集是各闭集补集的并集，因而是开集。最后，交集包含 𝐴，并且包含于每个
含 𝐴的闭集，所以 𝐴的确是包含 𝐴的最小闭集。
【定义】集合 𝐴 ⊆ 𝑋 的边界是

𝜕𝐴 = 𝐴 ∩ 𝑋 ∖ 𝐴.

边界点不一定属于 𝐴。
【定理（开区间的边界，证明略）】在实数的通常拓扑中，𝜕(0, 1) = {0, 1}。所以，“开
集”不等于 “没有边界”；它只要求集合内每个点都有一个留在集合内的开球。
【定义】若 𝐴 ⊆ 𝑋，则 𝐴的子空间拓扑由全部形如 𝐴 ∩ 𝑈 的集合组成，其中 𝑈 是 𝑋
的开集。
【定理（证明略）】这些集合满足拓扑公理。谈论一个子集自身是否连通或紧致时，默
认使用这个拓扑。
【定义】子族ℬ ⊆ 𝒯是拓扑的一个基，当且仅当对每个开集 𝑈 和每个 𝑥 ∈ 𝑈，都
存在 𝐵 ∈ ℬ使 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑈。若存在至多可数的基，就称空间第二可数。
【定义】拓扑空间 𝑋 称为 Hausdorff空间，当且仅当对任意不同的 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，都存
在互不相交的开集 𝑈, 𝑉，使 𝑥 ∈ 𝑈 且 𝑦 ∈ 𝑉。这条性质保证不同的点能被开集分
开。
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【定理（度量空间是 Hausdorff空间）】若 𝑥 ≠ 𝑦，令 𝛿 = 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0。开球 𝐵𝛿/3(𝑥)
与 𝐵𝛿/3(𝑦)不可能相交；否则若 𝑧 同时属于二者，三角不等式会给出

𝛿 = 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) < 2𝛿
3 ,

矛盾。由 “开球是开集”引理，这两个开球就是分开 𝑥, 𝑦所需的开集。
为了给后文的多维空间准备拓扑基础，先明确有限坐标元组的集合含义。对 𝑛 ∈ ℕ，令

[𝑛] = {𝑘 ∈ ℕ ∶ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛},

并定义ℝ𝑛为所有映射 𝑥 ∶ [𝑛] → ℝ组成的集合；当 𝑛 ≥ 1时写作 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)。
沿用第五章把ℚ认作ℝ子集的嵌入约定，定义

ℚ𝑛 = {𝑞 ∈ ℝ𝑛 ∶ 对每个𝑗 ∈ [𝑛]都有𝑞𝑗 ∈ ℚ}.

所以，这里的ℚ𝑛 明确是ℝ𝑛 的子集。它与 “从 [𝑛]到ℚ的映射”逐坐标一一对应，
但按照第二章严格的映射三元数据定义，二者的陪域不同，不能不加说明地视为同
一个对象。
特别地，[0] = ∅，所以ℝ0 只有一个空坐标元组。第八章会在这些元组上加入向量
运算；这里暂时只研究它们的开集。
实数全序与归纳法保证有限个实数中有最大者。对 𝑛 ≥ 1，定义最大距离

𝑑∞(𝑥, 𝑦) = max
1≤𝑗≤𝑛

|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 |.

【定理（最大距离）】𝑑∞是ℝ𝑛上的度量。非负、正定与对称性可逐坐标得到；而对每个 𝑗，

|𝑥𝑗 − 𝑧𝑗 | ≤ |𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 | + |𝑦𝑗 − 𝑧𝑗 | ≤ 𝑑∞(𝑥, 𝑦) + 𝑑∞(𝑦, 𝑧),

再对 𝑗 取最大值，便得到三角不等式。
【定义】对 𝑛 ≥ 1，把最大距离 𝑑∞ 诱导的拓扑称为ℝ𝑛 的通常拓扑；ℝ0 的通常拓
扑是其唯一的拓扑。第八章定义欧氏距离后，才会证明欧氏距离诱导同一个拓扑；
本章不提前使用那个结论。
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【可数性引理（证明略）】至多可数集合的子集和映射像仍至多可数，有限个至多可数
集合的笛卡尔积仍至多可数。核心工具是按 𝑚 + 𝑛的大小逐条对角线枚举ℕ × ℕ。
整数可按

0, 1, −1, 2, −2, 3, −3, …

枚举，而每个有理数都有分母非零的整数对作为代表，所以 ℤ、ℚ都至多可数。从
[𝑛] 到 ℚ 的映射集与有限个 ℚ 的笛卡尔积一一对应，因而至多可数；再用前面说
明的逐坐标双射，可知作为ℝ𝑛 子集定义的ℚ𝑛 也至多可数。
【定理（ℝ𝑛的分离性与第二可数性）】对每个 𝑛 ∈ ℕ，通常拓扑下的ℝ𝑛是Hausdorff
且第二可数。
当 𝑛 = 0 时空间只有一个点，结论直接成立。设 𝑛 ≥ 1。Hausdorff 性由最大
距离是度量立即得到。令 𝐵∞𝜌 (𝑞)表示最大距离下以 𝑞为中心、𝜌为半径的开球，并令

ℬ𝑛 = {𝐵∞𝜌 (𝑞) ∶ 𝑞 ∈ ℚ𝑛, 𝜌 ∈ ℚ, 𝜌 > 0}.

可数性引理说明 ℬ𝑛 至多可数。现在设 𝑈 是通常开集且 𝑥 ∈ 𝑈。可取 𝜖 > 0 使
𝐵∞𝜖 (𝑥) ⊆ 𝑈。由第五章的有理数稠密性，选取正有理数 𝜌 < 𝜖/3，并对每个坐标选
取 𝑞𝑗 ∈ ℚ使

|𝑥𝑗 − 𝑞𝑗 | < 𝜌.

令 𝑞 = (𝑞1, … , 𝑞𝑛)。按照ℚ𝑛 的定义，𝑞 ∈ ℚ𝑛；又因为各坐标距离都小于 𝜌，所
以 𝑑∞(𝑥, 𝑞) < 𝜌，即 𝑥 ∈ 𝐵∞𝜌 (𝑞)。若 𝑦 ∈ 𝐵∞𝜌 (𝑞)，则

𝑑∞(𝑦, 𝑥) ≤ 𝑑∞(𝑦, 𝑞) + 𝑑∞(𝑞, 𝑥) < 2𝜌 < 𝜖,

所以

𝑥 ∈ 𝐵∞𝜌 (𝑞) ⊆ 𝐵∞𝜖 (𝑥) ⊆ 𝑈.

这证明ℬ𝑛 是一个至多可数的基。
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【定理（子空间继承）】Hausdorff 性与第二可数性都由子空间继承。确切地说，
若 𝐴 ⊆ 𝑋 且 𝑋 是 Hausdorff 空间，那么对任意不同的 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴，在 𝑋 中分
开它们的开集与 𝐴相交后，仍是在 𝐴中分开 𝑥, 𝑦的开集。若ℬ是 𝑋的至多可数基，则

ℬ|𝐴 = {𝐴 ∩ 𝐵 ∶ 𝐵 ∈ ℬ}

是 𝐴的至多可数基：任取子空间开集 𝐴 ∩ 𝑈 及其中一点，先在 𝑋 中用某个 𝐵 ∈ ℬ
缩进𝑈，再与 𝐴相交即可。因此ℝ𝑛的每个子空间也都是Hausdorff且第二可数。
在只给出拓扑𝒯的空间里，数据中没有距离数值。
【定义】𝑋 中的序列是映射 𝑥 ∶ ℕ → 𝑋，记作 (𝑥𝑛)。对序列 (𝑥𝑛)和点 𝑎 ∈ 𝑋，若对
每个满足 𝑎 ∈ 𝑈 的开集 𝑈，都存在 𝑁 ∈ ℕ，使每个 𝑛 ≥ 𝑁 都有 𝑥𝑛 ∈ 𝑈，就称 𝑥𝑛
收敛到 𝑎。
【定理（度量收敛的等价形式，证明略）】在度量诱导的拓扑中，𝑥𝑛 → 𝑎当且仅当对
每个 𝜖 > 0，最终都有 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) < 𝜖。
这就是拓扑魔法：即使数据中没有距离数值，仍能用开集的包含关系表达序列收
敛。
在离散拓扑中，收敛还有一个非常具体的形式。
【命题】𝑥𝑛 → 𝑎当且仅当序列从某一项起恒等于 𝑎。若 𝑥𝑛 → 𝑎，把开集取成单点集
{𝑎}，收敛定义就给出某个 𝑁，使 𝑛 ≥ 𝑁 时 𝑥𝑛 = 𝑎。反过来，若序列从某一项起恒
等于 𝑎，那么任何包含 𝑎的开集最终都包含 𝑥𝑛，所以序列收敛到 𝑎。

6.4 撕不断与逃不出——连通性与紧致性

有了拓扑开集，我们终于可以严格定义形状的两种重要属性。
1.撕不断：连通性
如果你面前有一团复杂的空间，你怎么证明它是 “完整的一块”，而不是 “断开的两
块”？
直觉上，你会说 “它们中间没有缝”，但这句话还不是严格的定义或证明。
我们用开集给出严格定义：
【定义】空间 𝑋 是断开的，当且仅当存在两个非空开集 𝑈, 𝑉，使 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 且
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𝑋 = 𝑈 ∪ 𝑉。
换句话说，你能用两个互不相交的非空开集，把整个空间恰好分成两块。
若不存在这样的 𝑈, 𝑉，就称 𝑋 连通。非空条件不可省略，否则 ∅与 𝑋 会把每个空
间错误地判成断开。
2.逃不出：紧致性
紧致性的核心是：无论用多少个开集覆盖整个空间，总能从中选出有限多个，仍然
覆盖整个空间。
想象许多开集口袋盖住了空间 𝑋，而且每个点都至少落在一个口袋里；这就是开覆
盖。紧致性要求，这样的覆盖中总有有限多个口袋已经足够。
【定义】若 {𝑈𝑖}𝑖∈𝐼 是 𝑋 的开集族，并满足 𝑋 = ⋃𝑖∈𝐼 𝑈𝑖，就称它为 𝑋 的开覆盖。
若每个开覆盖都含有仍能覆盖 𝑋 的有限子族，就称 𝑋 紧致。
从 “无穷”的混沌中，强制提取出 “有限”的秩序！这就是 “紧致性”。
【定理（闭区间紧致性，证明略）】若 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 且 𝑎 ≤ 𝑏，则闭区间 [𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈
ℝ ∶ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}紧致。证明可由实数确界定理推出。紧致性以后允许我们把局部信
息缩减到有限多个局部区域，但它本身不等于 “有限求和”。
一个最小例子就能区分连通与紧致。设 𝑋 = {𝑝, 𝑞}且 𝑝 ≠ 𝑞，赋予离散拓扑。单点
集 {𝑝}与 {𝑞}都是非空开集，互不相交且并为 𝑋，所以 𝑋 不连通。可是 𝑋 紧致：给
定任意开覆盖，只需从覆盖中取一个盖住 𝑝的开集和一个盖住 𝑞 的开集，至多两个
就已覆盖 𝑋。
同样的理由给出更一般的结论。
【命题（有限空间紧致）】任意有限拓扑空间都紧致。若 𝑋 为空，空子族已经覆盖它；
若 𝑋 非空，就给每个点从开覆盖中选一个盖住它的成员。因为点只有有限多个，选
出的覆盖成员也只有有限多个。可见，“有限”保证紧致，却不保证连通。

6.5 空间之间的舞蹈——连续映射

现在，设 𝑋 和 𝑌 是两个拓扑空间；它们也可以是同一个空间。
利用第二章的映射法则，我们建立一个从 𝑋 指向 𝑌 的配对规则 𝑓（也就是说，当点
在 𝑋 宇宙里移动时，它在 𝑌 宇宙里的影子也会跟着移动）。
我们怎样用已经定义的开集，判定这个映射是否保留空间的局部结构？
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在高贵的拓扑学里，我们只需要一句话，一句没有任何数字公式的纯魔法咒语：
【定义】对 𝑉 ⊆ 𝑌，原像是 𝑓 −1(𝑉) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑉}。映射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 连续，
当且仅当 𝑌 中每个开集 𝑉 的原像 𝑓 −1(𝑉)都是 𝑋 中的开集。
只要满足这个条件，就称映射 𝑓 连续。
“开集的原像仍开”就是连续性的拓扑定义。橡胶不撕裂只是直觉图像，正式推理只
使用原像条件。
【例子】固定 𝑦0 ∈ 𝑌，令 𝑓 (𝑥) = 𝑦0。对 𝑌 中任意开集 𝑉，若 𝑦0 ∈ 𝑉，则 𝑓 −1(𝑉) = 𝑋；
若 𝑦0 ∉ 𝑉，则 𝑓 −1(𝑉) = ∅。两种原像都开，所以每个常值映射都连续。再者，若
定义域 𝑋 取离散拓扑，那么任意映射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 都连续，因为每个原像只是 𝑋 的
一个子集，而离散拓扑中的所有子集都开。
【定理（连续映射保持连通与紧致，证明略）】若 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 连续且 𝑋 连通，则像集
𝑓 (𝑋)在子空间拓扑下连通；若 𝑋 紧致，则 𝑓 (𝑋)在子空间拓扑下紧致。这两条结论
直接由开集原像、开分割和开覆盖的定义推出。
【思考训练】设 𝑋 非空且连通，𝐷 = {𝑝, 𝑞}带离散拓扑且 𝑝 ≠ 𝑞。连续映射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝐷
能同时取到 𝑝与 𝑞吗？
解答：不能。若两个值都能取到，就有 𝑓 (𝑋) = 𝐷。连续映射保持连通，所以 𝐷 应
当连通；但 {𝑝}与 {𝑞}已把 𝐷分成两个互不相交的非空开集，矛盾。因此，这样的
连续映射只能取到一个值，也就是常值映射。
【定理（连续映射的组合，证明略）】恒等映射连续；若 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 与 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑍 连
续，则 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑍 连续。这是因为对任意开集 𝑊 ⊆ 𝑍，都有 (𝑔 ∘ 𝑓 )−1(𝑊) =
𝑓 −1(𝑔−1(𝑊))。
【定义】若 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 是双射，𝑓 连续，且逆映射 𝑓 −1 ∶ 𝑌 → 𝑋 也连续，就称 𝑓 为同
胚。
只要两个空间之间存在同胚，拓扑学就把它们视为同一种拓扑形状。
【定理（证明略）】恒等映射是同胚；同胚的逆映射仍是同胚；两个同胚的复合仍是
同胚。因此，“同胚”确实是一种等价关系。严格判定同胚必须给出双射并验证两个
方向的连续性，不能只凭外观判断。
【直觉练习（不作为证明）】
把气球皮理想化为一张没有粘合、自相交或破洞的橡胶曲面。它在轻微放气和吹圆
后是否具有同一种拓扑形状？
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解答：
这个想象只能帮助建立直觉，不能单独证明同胚。若 “轻微形变”被精确定义成一个
双射，并且形变与反向形变都连续，那么它按定义就是同胚；若形变把不同点粘成
同一点，它便不是双射，因而不是同胚。后文若要正式使用某个具体同胚，必须给
出映射或引用已经陈述的定理。

6.6 本章结语

这一章，你在绝对的虚空中建立了几何的至高准则。
你用距离尺子确立了度量的三条公理，以严格不等式定义开球，并进一步定义了度
量空间中的开集。
随后，你暂时放下距离数值，只用开集及其并、交关系定义了拓扑空间。
你用开集严格定义了连通性，又用 “每个开覆盖都有有限子覆盖”定义了紧致性。
最后，你用 “开集的原像仍是开集”的规则，严格定义了连续映射。
有了完备的实数轴（第五章）和开集、连通、紧致、连续这些拓扑法则（第六章），
我们的宇宙舞台终于搭建完毕了。
但是，舞台上还缺少真正的主角——那些跳跃着、旋转着、能够描绘世间万物轨迹
的复杂规则。
在下一章，我们将在实数完备性的护航下，研究怎样严格处理无穷级数。我们将用
代数方法构造圆周率 𝜋，并逐步写下描述波动的公式。
准备好迎接无穷级数与超越魔法的降临吧！

83



Xu
lei
Su
n

7 超越的造物——填满缝隙的无限之
舞

在上一章，我们在没有任何尺子的地方，用 “拓扑开集”的集合魔法，严格定义了什
么是 “靠近（逼近）”，什么是 “连在一起（连通）”，以及什么是 “不撕裂的动作（连
续映射）”。
结合第五章构造的完备实数轴ℝ，我们已经有了严密描述极限与连续性的舞台。
但目前明确构造的函数还很少。第四章虽然构造了多项式环，我们却还没有借助无
穷过程构造出本章要研究的指数函数与波动函数。
这一章，我们要越过 “有限次运算”的边界，借助实数的完备性研究无穷多个数字相
加的含义。
我们将看到，无穷级数可以构造出指数函数和波动函数，还能在不预先使用圆的几
何定义时引出圆周率 𝜋。
欢迎来到无限之舞。

7.1 在无限的边缘跳舞——级数与收敛

假设实数轴上排着一列数字：第 0项、第 1项、第 2项……一直延续下去。
现在，我们提出一个疯狂的想法：把它们全部加起来！
令 𝑎 ∶ ℕ → ℝ是实数序列。对每个 𝑛，用递归定义有限部分和

𝑠𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘.

符号∑∞
𝑘=0 𝑎𝑘 称为一个无穷级数，但它的含义只由部分和序列决定。
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但是，“无限相加”不能照搬有限加法。如果考察 1 + 1 + 1 + ⋯，第 𝑛个部分和是
𝑠𝑛 = 𝑛 + 1。若 𝑠𝑛 → 𝑆，则存在 𝑁 ∈ ℕ，使 𝑛 ≥ 𝑁 时都有 𝑠𝑛 < 𝑆 + 1。另一方面，
阿基米德性质允许选取 𝑛 ≥ 𝑁 且 𝑛 > 𝑆，于是 𝑠𝑛 = 𝑛 + 1 > 𝑆 + 1，矛盾。所以这
个级数发散。
那么，怎样判断一个级数的部分和是否会逼近某个实数呢？
我们要使用第五章的关键结论——实数 ℝ 的完备性：只要一个实数序列满足柯西
条件，实数轴上就有它的极限。
我们不直接看无穷个相加的结果。我们玩一个叫 “部分和”的游戏，一步一步来：

• 第 0步结果：只算第 0个数字。
• 第 1步结果：前两个数字相加。
• 第 2步结果：前三个数字相加。
• ……

这样，“无限相加”的问题就转化为研究一个由有限加法逐步产生的新序列。
【定义】若部分和序列 𝑠𝑛 收敛到 𝑆 ∈ ℝ，就称级数收敛，并定义∑∞

𝑘=0 𝑎𝑘 = 𝑆。若
部分和不收敛，就称级数发散。
【定理（级数的柯西判别，证明略）】级数收敛，当且仅当对每个 𝜖 > 0 都存在
𝑁 ∈ ℕ，使所有满足 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝑁 的 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ都有

|𝑎𝑚+1 + ⋯ + 𝑎𝑛| < 𝜖.

这是实数柯西完备性对部分和序列的直接应用。
这里有三个很容易混淆的对象：𝑎𝑛 是第 𝑛个单项，𝑠𝑛 是前 𝑛 + 1项组成的部分和，
而 𝑆 是部分和最终逼近的级数之和。所谓 “无穷相加”，始终只是在研究有限部分和
𝑠𝑛 的去向；我们没有在某一步真的完成无穷多个加法。
【命题（收敛级数的单项必须趋于零）】若∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛 收敛，则 𝑎𝑛 → 0。
短证明：设 𝑠𝑛 → 𝑆。给定 𝜖 > 0，存在 𝑀 ∈ ℕ，使每个 𝑘 ≥ 𝑀 都满足
|𝑠𝑘 − 𝑆| < 𝜖/2。于是对每个 𝑛 ≥ 𝑀 + 1，

|𝑎𝑛| = |𝑠𝑛 − 𝑠𝑛−1| ≤ |𝑠𝑛 − 𝑆| + |𝑠𝑛−1 − 𝑆| < 𝜖.
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所以单项必须趋于 0。这只是必要条件，不是充分条件：级数收敛一定能推出单项
趋于 0，但单项趋于 0不一定能反推出级数收敛。
【反例（单项趋于零仍可能发散）】调和级数

1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + ⋯

的单项由阿基米德性质可知趋于 0，但它发散。事实上，对 𝑗 ≥ 1，把从第 2𝑗−1 + 1
项到第 2𝑗 项归为第 𝑗 块；这一块共有 2𝑗−1 项，每项至少为 1/2𝑗，所以每块之和至
少为 1/2。因此

2𝑚

∑
𝑛=1

1
𝑛 ≥ 1 + 𝑚

2 .

这里称序列 (𝑢𝑛)有界，是指存在𝑀 > 0使每个 𝑛都有 |𝑢𝑛| ≤ 𝑀；若不存在这样的
𝑀，就称它无界。阿基米德性质说明上式右侧可以超过任意给定实数，所以调和级
数的部分和序列无界。另一方面，收敛序列一定有界：若 𝑠𝑛 → 𝑆，在收敛定义中取
𝜖 = 1，则存在 𝑁 ∈ ℕ，使每个 𝑛 ≥ 𝑁 都满足 |𝑠𝑛| < |𝑆| + 1；把 |𝑆| + 1与前面有
限项的绝对值一起取最大值，就得到整个序列的上界。故部分和不可能收敛。
【可算例子（几何级数）】令

𝑠𝑁 = 1 + 1
2 + 1

22 + ⋯ + 1
2𝑁 .

有限运算给出

2𝑠𝑁 − 𝑠𝑁 = 2 − 1
2𝑁 ,

所以 𝑠𝑁 = 2−1/2𝑁。归纳法给出 2𝑁 ≥ 𝑁 +1：𝑁 = 0时等号成立；若对 𝑁 成立，则

2𝑁+1 = 2 ⋅ 2𝑁 ≥ 2(𝑁 + 1) ≥ 𝑁 + 2.

给定 𝜖 > 0，阿基米德性质允许选取 𝑁0 使 𝑁0 + 1 > 1/𝜖。于是 𝑁 ≥ 𝑁0 时
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0 < 1
2𝑁 ≤ 1

𝑁 + 1 < 𝜖.

因此 1/2𝑁 → 0，于是
∞
∑
𝑛=0

1
2𝑛 = 2.

这不是猜出 “最后一项”，而是算出了每个有限部分和，再求它们的极限。
【定义】若∑∞

𝑛=0 |𝑎𝑛|收敛，就称∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 绝对收敛。

【定理（绝对收敛与重排，证明略）】绝对收敛蕴含收敛；对任意双射 𝜎 ∶ ℕ → ℕ，
重排级数 ∑∞

𝑛=0 𝑎𝜎(𝑛) 收敛到同一个和。这里的 “随意打乱” 严格指这样的双射重
排。
【定理（交错级数与余项估计，证明略）】设 𝑏 ∶ ℕ → ℝ 是实数序列。若对每个
𝑛 ∈ ℕ都有 𝑏𝑛 ≥ 0、𝑏𝑛+1 ≤ 𝑏𝑛，并且 𝑏𝑛 → 0，则

𝑆 =
∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑏𝑛

收敛。对部分和 𝑆𝑁 = ∑𝑁
𝑛=0(−1)𝑛𝑏𝑛，余项 𝑅𝑁 = 𝑆 − 𝑆𝑁 满足

0 ≤ (−1)𝑁+1𝑅𝑁 ≤ 𝑏𝑁+1.

因此 |𝑅𝑁 | ≤ 𝑏𝑁+1。若 𝑅𝑁 ≠ 0，它的符号与第一个被省略的项 (−1)𝑁+1𝑏𝑁+1 相
同；若 𝑅𝑁 = 0，就不对零谈正负符号。特别地，𝑏𝑁+1 = 0时，单调性迫使以后各
项全为 0，因而必有 𝑅𝑁 = 0；即使 𝑏𝑁+1 > 0，后续项也可能恰好抵消，所以不能
仅凭 𝑏𝑁+1 > 0断言余项非零。
【思考训练】
考察无穷级数 1 − 1 + 1 − 1 + ⋯。
它的前几个部分和分别是什么？这个级数收敛吗？
解答：
第 0步：1；
第 1步：1 − 1 = 0；
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第 2步：1 − 1 + 1 = 1；
第 3步：1 − 1 + 1 − 1 = 0。
部分和始终在 1与 0之间交替，不能趋于同一个实数，所以级数发散。

7.2 宇宙第一召唤阵——指数魔法 exp(𝑥)

有了绝对收敛这一工具，我们可以开始构造重要的非线性函数。
【定义】对 𝑛 ∈ ℕ，阶乘由递归给出：0! = 1，(𝑛 + 1)! = (𝑛 + 1)𝑛!。对 𝑥 ∈ ℝ，幂
由递归定义为 𝑥0 = 1，𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛𝑥。归纳法给出 𝑛! ≥ 1，所以后文以 𝑛!为分母的
式子都有定义。
【定义】对任意实数 𝑥，定义

exp(𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!。

【定义】设 𝐸 ⊆ ℝ，(𝑓𝑛) 是函数序列，每个 𝑓𝑛 ∶ 𝐸 → ℝ，并设 𝑓 ∶ 𝐸 → ℝ。若
对每个 𝜖 > 0，都存在一个与 𝑥 无关的 𝑁 ∈ ℕ，使所有 𝑛 ≥ 𝑁 和 𝑥 ∈ 𝐸 都有
|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓 (𝑥)| < 𝜖，就称 𝑓𝑛 在 𝐸 上一致收敛到 𝑓。
【引理（连续函数的有限代数运算，证明略）】设 𝐸 ⊆ ℝ。在 𝐸 的子空间拓扑下，常
值函数与函数 𝑥 ↦ 𝑥 连续；若 𝑓 , 𝑔 ∶ 𝐸 → ℝ连续，则 𝑓 + 𝑔、𝑓 − 𝑔与 𝑓 𝑔都连续。
因此，每个有限多项式表达式所定义的函数都连续。
【定理（一致极限定理，证明略）】设 𝐸 ⊆ ℝ。若每个 𝑓𝑛 ∶ 𝐸 → ℝ都连续，并且 𝑓𝑛
在 𝐸 上一致收敛到 𝑓 ∶ 𝐸 → ℝ，则 𝑓 连续。
【定理（指数级数，证明略）】对每个实数 𝑥，上述级数绝对收敛；它的部分和在每个
闭区间上一致收敛，所以 exp连续。证明使用级数柯西判别、阶乘估计、连续函数
的有限代数运算和一致极限定理。
【定义】对 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ，当 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛时，沿用第四章定义的自然数差 𝑛 − 𝑘，并定义
二项式系数

(𝑛
𝑘) = 𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!.

并约定 𝑘 > 𝑛时 (𝑛
𝑘) = 0。
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【定理（整性与二项式定理，证明略）】这些系数其实都是自然数。对任意 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ
与 𝑛 ∈ ℕ，

(𝑎 + 𝑏)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘)𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘.

而对任意 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ，帕斯卡恒等式是

(𝑛 + 1
𝑘 + 1) = (𝑛

𝑘) + ( 𝑛
𝑘 + 1).

它与二项式定理都可由自然数归纳法证明。
【定理（绝对收敛级数的柯西乘积，证明略）】两个绝对收敛级数相乘时，可以按总
次数分组，其和等于两个级数之和的乘积。结合二项式定理可推出：对任意 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ，

exp(𝑎) exp(𝑏) = exp(𝑎 + 𝑏).

【推论（指数函数的正值与倒数公式）】对每个实数 𝑥，exp(𝑥) > 0，并且

exp(−𝑥) = 1
exp(𝑥).

先由级数定义得 exp(0) = 1。再把 𝑎 = 𝑥, 𝑏 = −𝑥 代入加法公式，得到

exp(𝑥) exp(−𝑥) = 1,

所以两因子都不为 0。最后

exp(𝑥) = exp(𝑥/2)2 > 0,

因为非零实数的平方为正。
【思考训练】只使用加法公式和 𝑒 = exp(1)，求 exp(2)与 exp(−1)。
提示与简解：

exp(2) = exp(1 + 1) = 𝑒2, exp(−1) = 1
𝑒 .
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这个无穷级数把输入的加法转化成了函数值的乘法。取 𝑥 = 1，便得到重要常数自
然底数 𝑒：

𝑒 = exp(1) = 1 + 1 + 1
2 + 1

6 + 1
24 + ⋯ .

【定理（𝑒的数值界，证明略）】用部分和计算前若干项，再用阶乘估计控制所有未计
算项，可以证明

2.718 < 𝑒 < 2.719.

7.3 用代数撕裂波纹——召唤波浪的灵魂

传统上，正弦和余弦常由圆与角度引入。
这里我们不预先使用圆规、量角器或角度测量，而是直接从级数出发。
仿照指数级数，我们把偶次幂与奇次幂分别排列，并赋予交替的正负号。
【定义】对每个 𝑥 ∈ ℝ，

cos 𝑥 =
∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑥2𝑛

(2𝑛)!, sin 𝑥 =
∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!.

【命题（奇偶性，短证明）】对每个实数 𝑥，

sin(−𝑥) = − sin 𝑥, cos(−𝑥) = cos 𝑥.

因为 (−𝑥)2𝑛 = 𝑥2𝑛，而 (−𝑥)2𝑛+1 = −𝑥2𝑛+1；代入定义级数并逐项化简即可得到
结论。
【定理（三角级数，证明略）】这两个级数对每个实数绝对收敛，并在每个闭区
间上一致收敛，所以 sin与 cos连续。对任意 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ，利用柯西乘积可证明加法公式

sin(𝑎 + 𝑏) = sin 𝑎 cos 𝑏 + cos 𝑎 sin 𝑏,
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cos(𝑎 + 𝑏) = cos 𝑎 cos 𝑏 − sin 𝑎 sin 𝑏.

令 𝑏 = −𝑎，结合级数的奇偶性，可推出

sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1

（对任意实数 𝑥 成立）。
【可算例子（带保证的近似）】取 𝑥 = 1。各项绝对值递减，因此交错级数余项估计给
出

5
6 ≤ sin 1 ≤ 5

6 + 1
120 = 101

120,

1
2 ≤ cos 1 ≤ 1

2 + 1
24 = 13

24.

这两行不依赖预先画出的波形：只计算前两项，就同时得到近似值和严格的误差
界。
这里没有使用三角形或角度；三角函数的基本规律已经蕴含在这些级数之中。

7.4 捕获幽灵——圆周率 𝜋的纯代数身份证

下面结合上一章的拓扑与本章的级数，在不预先借助圆的几何定义时构造 𝜋。
先考察刚刚定义的余弦函数 cos 𝑥。

1. 起点：由定义 cos 0 = 1。
2. 终点：从第三项起，cos 2的交错项绝对值严格递减。交错级数余项估计给出

cos 2 = −1 + (2
3 − 4

45 + ⋯) < −1 + 2
3 < 0.
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现在，cos 在区间的两个端点分别取正值和负值。接下来使用第六章的连通性与连
续映射。

•【定理（区间连通性，证明略）】实数的每个区间都是连通空间；证明使用确界定
理。

• 上一节已经由闭区间上一致收敛证明了 cos 连续。仅有逐点绝对收敛本身并不
足以推出连续。

【定理（介值定理，证明略）】设 𝑎, 𝑏, 𝑦 ∈ ℝ且 𝑎 ≤ 𝑏。若 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ连续，且
𝑓 (𝑎) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓 (𝑏)或 𝑓 (𝑏) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓 (𝑎)，则存在 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]使 𝑓 (𝑐) = 𝑦。它由 “连续
映射保持连通”和 “实数连通子集是区间”推出。
因此在 0与 2之间至少有一个 𝛼满足 cos𝛼 = 0。
直观地说，从正值连续变化到负值，途中必定经过零值。
即使还不知道 cos 𝑥 的完整图像，连续性也已经迫使它在区间内经过零点。
【引理（第一个余弦零点，证明略）】利用级数估计、加法公式和 sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1，
可以证明 cos 𝑥 在 [0, 2]只有一个零点 𝛼，并且 sin𝛼 = 1。
由此作出定义：
【定义】𝜋 = 2𝛼。
【推论】由加法公式，cos𝜋 = cos(2𝛼) = −1，sin𝜋 = sin(2𝛼) = 0。
按照本书的构造顺序，𝜋 不是预先用 “圆周长与直径之比” 定义的，而是由交错级
数与拓扑连通性构造出来的。以后还可以证明，这个数与几何中的圆周率一致。

7.5 大一统的和弦——欧拉公式与复数 ℂ的圆满

在第五章结尾，我们构造了满足 𝑖2 = −1的虚数单位 𝑖，并建立了复数域 ℂ。
【定义】对 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ ℂ，定义模 |𝑧| = √𝑎2 + 𝑏2。
【定理（复数模，证明略）】对任意 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ，都有 |𝑧| ≥ 0，且 |𝑧| = 0 当且仅当
𝑧 = 0；还有 | − 𝑧| = |𝑧|、|𝑧𝑤| = |𝑧||𝑤|与 |𝑧 + 𝑤| ≤ |𝑧| + |𝑤|。因此 𝑑(𝑧, 𝑤) = |𝑧 − 𝑤|
是 ℂ上的度量。
【定义】设 𝑧 ∶ ℕ → ℂ是复数序列，记 𝑧𝑛 = 𝑧(𝑛)。给定 𝑤 ∈ ℂ，若对每个 𝜖 > 0，
都存在 𝑁 ∈ ℕ，使每个 𝑛 ≥ 𝑁 都满足 |𝑧𝑛 − 𝑤| < 𝜖，就称 𝑧𝑛 收敛到 𝑤。若对每个
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𝜖 > 0，都存在 𝑁 ∈ ℕ，使任意 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 都满足 |𝑧𝑚 − 𝑧𝑛| < 𝜖，就称 (𝑧𝑛)为复数
柯西列。
【定义】复级数通过部分和定义。若实级数 ∑∞

𝑛=0 |𝑧𝑛| 收敛，就称 ∑∞
𝑛=0 𝑧𝑛 绝对收

敛。
字母 𝑖 并没有遮住第五章的构造：𝑎 + 𝑏𝑖 只是实数有序对 (𝑎, 𝑏)的常用写法。运算
规则是

(𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖,

(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖.

例如

(2 + 𝑖)(1 − 3𝑖) = 2 − 6𝑖 + 𝑖 − 3𝑖2 = 5 − 5𝑖,

而 |3 + 4𝑖| = √32 + 42 = 5。复数运算因此仍然归结为实数的四则运算与平方根。
【思考训练】计算 (1 + 𝑖)2 与 |1 + 𝑖|，再用复数模定理检查 |(1 + 𝑖)2| = |1 + 𝑖|2。
简解：

(1 + 𝑖)2 = 1 + 2𝑖 + 𝑖2 = 2𝑖, |1 + 𝑖| = √2.

所以左侧 |2𝑖| = 2，右侧 (√2)2 = 2。
【定理（复数完备性，证明略）】复数序列 (𝑧𝑛)是柯西列，当且仅当其实部序列与虚
部序列都是实数柯西列。因此，每个复数柯西列都收敛。
【定义】对 𝑧 ∈ ℂ与 𝑛 ∈ ℕ，自然数次幂沿用递归 𝑧0 = 1、𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛𝑧。
【定理（复指数级数，证明略）】对每个 𝑧 ∈ ℂ，级数

exp 𝑧 =
∞
∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!
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绝对收敛；对任意 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ，还满足 exp(𝑧 + 𝑤) = exp 𝑧 exp𝑤。这把原先只在实
数上定义的指数合法地扩展到了复数。
【记号】因为 𝑒 = exp(1)，对复数 𝑧约定 𝑒𝑧 是 exp 𝑧的另一种写法；这不是把尚未定
义的 “复数次乘方”偷偷带进来，而只是给已经构造好的复指数函数换一个名字。
【引理（绝对收敛复级数的分组，证明略）】设 (𝑧𝑛)是复数序列。若复级数∑∞

𝑛=0 𝑧𝑛
绝对收敛，则它的偶数项子级数与奇数项子级数都绝对收敛，而且

∞
∑
𝑛=0

𝑧𝑛 =
∞
∑
𝑘=0

𝑧2𝑘 +
∞
∑
𝑘=0

𝑧2𝑘+1.

更一般的双射重排也不改变和。这个结论由复数三角不等式、柯西判别以及上面的
复数完备性推出。
现在取 𝑥 ∈ ℝ，把 𝑖𝑥 代入复指数级数。由

𝑖2 = −1, 𝑖3 = −𝑖, 𝑖4 = 1,

𝑖 的幂每四次循环一次。
不过，无穷级数不能仅凭有限和的经验随意拆开。这里 exp(𝑖𝑥) 的级数绝对收敛，
所以上面的分组引理保证：把偶数项和奇数项分别收集不会改变总和。

exp(𝑖𝑥) =
∞
∑
𝑘=0

(𝑖𝑥)2𝑘

(2𝑘)! +
∞
∑
𝑘=0

(𝑖𝑥)2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

=
∞
∑
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥2𝑘

(2𝑘)! + 𝑖
∞
∑
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!.

第一部分是
1 − 𝑥2/2! + ⋯，第二部分在提出因子 𝑖 后是 𝑥 − 𝑥3/3! + ⋯；它们恰好分别是前面
定义的 cos 𝑥 与 sin 𝑥。因此，对每个 𝑥 ∈ ℝ，

exp(𝑖𝑥) = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥.

还有一个立刻算得出的特殊值。因为 𝜋 = 2𝛼，所以 𝛼 = 𝜋/2；前面已经证明
cos𝛼 = 0、sin𝛼 = 1，从而
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exp(𝑖𝜋2 ) = 𝑖.

利用复指数的加法公式，把这个等式两边平方，就得到 exp(𝑖𝜋) = 𝑖2 = −1。
也可以直接把上一节定义的 𝜋 代入欧拉公式；前面的推论已经给出 cos𝜋 = −1、
sin𝜋 = 0，于是

exp(𝑖𝜋) + 1 = 0.

按照刚才的记号，这也可写成更常见的形式

𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0.

加法单位元 0、乘法单位元 1、虚数单位 𝑖、圆周率 𝜋与自然底数 𝑒 = exp(1)，由
此出现在同一个简洁的公式中。

7.6 本章结语

这一章，你在无限的边缘完成了最华丽的舞蹈。
你借助实数完备性定义了无穷级数，并用级数构造出指数函数 exp与三角函数 sin、
cos。
随后，你没有预先使用圆的几何定义，而是结合拓扑法则构造了 𝜋；最后又在复数
域中推出了欧拉公式。
至此，我们已经从实数序列走到级数，再由级数构造出重要函数。
但宇宙远不止是一条单薄的实数线。在下一章，我们将踏入广袤的多维宇宙。我们
要把单一的数字组合成庞大的阵列，去探寻多维空间中隐藏的对称与旋转。
下一章将进入矩阵与多维几何。
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8 多维的平直宇宙——阵列与对偶的
代数

第五章构造了完备实数轴，上一章又在实数轴上定义了指数函数和三角函数。
但这些对象主要生活在一维空间中。下面要把一个实坐标推广为多个实坐标。
这一章，我们利用第二章的笛卡尔积，把若干条实数轴组合成多维的平坦空间。这
个空间中的元素不再是单个实数，而是由若干实数组成的阵列。
我们将为这些阵列定义向量空间、线性映射、对偶空间与内积，并用外代数解释换
序变号和行列式。
这就是本章要建立的线性代数框架。

8.1 撑开维度的网——线性空间与基底

怎么把一维的实数变成多维？
【沿用第六章的集合，并加入新结构】第六章已经定义

[𝑛] = {𝑘 ∈ ℕ ∶ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}, ℝ𝑛 = {𝑥 ∶ 𝑥 是从[𝑛]到ℝ的映射}.

本章沿用完全相同的集合，不另造一个同名对象；新工作是在这些有限坐标映射上
加入运算。对 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛、𝑐 ∈ ℝ和 𝑗 ∈ [𝑛]，定义

(𝑥 + 𝑦)𝑗 = 𝑥𝑗 + 𝑦𝑗, (𝑐𝑥)𝑗 = 𝑐𝑥𝑗.
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零元是每个坐标都为 0的元组，−𝑥 的第 𝑗 个坐标是 −𝑥𝑗。当 𝑛 = 0时，这些规则在
唯一的空元组上仍成立。配备这些逐坐标运算后，ℝ𝑛 的元素称为向量。
第四章已经从具体运算中抽象出群、环和域。现在再为向量及其运算定义线性空
间：
【定义】域 𝐹 上的线性空间（向量空间）是集合 𝑉，带有加法 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 和标量乘
法 𝐹 × 𝑉 → 𝑉，满足：

1. (𝑉, +)是交换群，零向量记为 0𝑉；
2. 1𝑣 = 𝑣；
3. (𝑎𝑏)𝑣 = 𝑎(𝑏𝑣)；
4. 𝑎(𝑢 + 𝑣) = 𝑎𝑢 + 𝑎𝑣；
5. (𝑎 + 𝑏)𝑣 = 𝑎𝑣 + 𝑏𝑣。

这些等式对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 和 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 成立。本章主要取 𝐹 = ℝ。逐坐标运算的
ℝ𝑛 满足这些公理，验证只使用实数域的运算律。
要有效描述整个空间，还需要选出一组能够生成全部向量的 “骨架”。
【定义】向量 𝑣1, … , 𝑣𝑘 的线性组合是 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑣𝑘。允许 𝑘 = 0，并约定空线
性组合等于 0𝑉。
若对任意正自然数 𝑘、任意互不相同的 𝑣1, … , 𝑣𝑘 ∈ 𝐵以及任意标量 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ 𝐹，
等式 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑣𝑘 = 0𝑉 都必然推出 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑘 = 0，就称向量族 𝐵线性无
关。若每个 𝑣 ∈ 𝑉 都是 𝐵 中有限多个向量的线性组合，就说 𝐵 张成 𝑉。因此，空
集恰好张成零向量空间，并构成它的一组基底。
若 𝐵既线性无关又张成 𝑉，就称 𝐵为一组基底。
若 𝑉 拥有一组有限基底，就称 𝑉 是有限维空间。

• 线性无关：基底向量之间没有非平凡的线性关系。
• 张成空间：每个向量都能写成有限个基底向量的线性组合。

【定理（坐标唯一性与维数不变性，证明略）】相对于一组基底，每个向量的线性组
合表达唯一；有限维空间的任意两组基底含有相同数目的向量。这个共同的自然数
定义为 dim𝑉。
例如，一组基底若含有 3个向量，这个空间就是 3维的。
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【定义】若有序基底是 𝐵 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛)，并且

𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛,

就把唯一的数字阵列

[𝑣]𝐵 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛)

称为 𝑣在基底 𝐵下的坐标。向量 𝑣本身没有改变；坐标只是选定基底后描述它的一
组数字。
【定义与命题（标准基底，短证明）】当 𝑛 ≥ 1且 𝑗 ∈ [𝑛]时，定义 𝑒𝑗 ∈ ℝ𝑛：它的第
𝑗 个坐标为 1，其余坐标为 0。对每个 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)，逐坐标检查可得

𝑥 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑒𝑗.

若∑𝑛
𝑗=1 𝑎𝑗𝑒𝑗 = 0，比较第 𝑗 个坐标便得 𝑎𝑗 = 0。所以 𝑒1, … , 𝑒𝑛 张成ℝ𝑛 且线性无

关，组成一组基底，称为ℝ𝑛 的标准基底。
【思考训练】
在二维空间里取 𝑒1 = (1, 0) 和 𝑒2 = (0, 1)。向量 𝑣 = (3, 5) 能否由它们线性组合
得到？
解答：
可以。把 𝑒1 乘以 3得到 (3, 0)，把 𝑒2 乘以 5得到 (0, 5)，再相加便有

3𝑒1 + 5𝑒2 = (3, 0) + (0, 5) = (3, 5) = 𝑣.

同样的方法证明每个 (𝑥, 𝑦) 都等于 𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2；而 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 = 0 会逐坐标推出
𝑎 = 𝑏 = 0。因此 𝑒1, 𝑒2 确实构成基底。只验证一个例子本身还不足以证明 “张成全
部空间”。
【可算例子（同一向量，不同坐标）】在ℝ2 中另取

𝑏1 = (1, 1), 𝑏2 = (1, −1).
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对任意 (𝑥, 𝑦)，都有

(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦
2 𝑏1 + 𝑥 − 𝑦

2 𝑏2,

所以它们张成ℝ2。若 𝑎𝑏1 + 𝑏𝑏2 = 0，逐坐标得到 𝑎 + 𝑏 = 0与 𝑎 − 𝑏 = 0，从而
𝑎 = 𝑏 = 0；所以它们也线性无关，确实组成基底 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2)。又因为

(3, 1) = 2𝑏1 + 𝑏2,

同一个向量在标准基底下的坐标是 (3, 1)，在 𝐵下却是

[(3, 1)]𝐵 = (2, 1).

【思考训练】求向量 (5, 1)在基底 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2)下的坐标。
提示与简解：设 (5, 1) = 𝑎𝑏1 + 𝑏𝑏2 = (𝑎 + 𝑏, 𝑎 − 𝑏)，于是

𝑎 + 𝑏 = 5, 𝑎 − 𝑏 = 1.

两式相加得 𝑎 = 3，再得 𝑏 = 2，所以 [(5, 1)]𝐵 = (3, 2)。

8.2 操控宇宙的坐标阵列——线性映射与矩阵

在第二章，我们学过 “映射”（把一个集合里的东西变成另一个集合里的东西的规
则）。
现在考虑线性空间之间的映射，例如从三维空间映到二维空间。保持加法与数乘的
映射称为线性映射。
【定义】设 𝑉, 𝑊 是同一域 𝐹 上的向量空间。映射 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 称为线性映射，若对
所有 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 与 𝑐 ∈ 𝐹 都满足：

1. 尊重加法： 𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇(𝑢) + 𝑇(𝑣)。
2. 尊重缩放： 𝑇(𝑐𝑣) = 𝑐𝑇(𝑣)。
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这两个条件保证线性组合得到保留。线性映射可以把某些方向压扁，却不会破坏 “先
线性组合再变换”等于 “先变换再线性组合”的规则。
怎样用有限数据记录线性映射？由于线性映射保持线性组合，只要知道每个基向量
的像，就能计算任意向量的像。
若 𝑉 的基底是 𝑣1, … , 𝑣𝑛，𝑊 的基底是 𝑤1, … , 𝑤𝑚，则每个 𝑇(𝑣𝑗)有唯一表达

𝑇(𝑣𝑗) =
𝑚

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑤𝑖.

【定义】设 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ。域 𝐹 上的一个 𝑚 × 𝑛矩阵，严格地说是映射

𝐴 ∶ [𝑚] × [𝑛] ⟶ 𝐹.

把 𝐴(𝑖, 𝑗)简写成 𝑎𝑖𝑗。上面由线性映射 𝑇 得到的唯一系数因此确定矩阵 𝐴(𝑖, 𝑗) = 𝑎𝑖𝑗，
称为 𝑇 在这两组基底下的矩阵。
【记号】为了阅读方便，我们把这个映射的值按第一个指标分行、第二个指标分列，
排成 𝑚行 𝑛列的表格。表格只是矩阵的书写格式；矩阵这个数学对象仍是刚才定义
的映射。
【定义】若向量坐标列为 𝑥 = (𝑥𝑗)，矩阵向量乘法定义为

(𝐴𝑥)𝑖 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗.

若 𝐴是 𝑚 × 𝑛矩阵，𝐵是 𝑛 × 𝑟 矩阵，定义

(𝐴𝐵)𝑖𝑘 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑘.

这两个公式在 𝑛 = 0时使用空和约定：没有任何加数的和等于域 𝐹 的零元。因此矩
阵定义也覆盖零维空间，不需要临时排除空坐标。
【定理（矩阵表示，证明略）】𝑇(𝑣)的坐标等于 𝐴乘以 𝑣的坐标；复合映射的矩阵等
于矩阵乘积。矩阵依赖所选基底，线性映射本身不依赖。
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【可算例子（为什么基向量的像要按列排放）】定义线性映射

𝑇 ∶ ℝ2 → ℝ2, 𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 2𝑦, 3𝑥 − 𝑦).

实数的分配律逐坐标验证它满足线性映射的两条定义。
标准基向量的像是

𝑇(𝑒1) = (1, 3), 𝑇(𝑒2) = (2, −1),

所以矩阵的两列正是这两个坐标列：

𝐴 = (1 2
3 −1) .

例如

𝐴 (4
5) = 4 (1

3) + 5 ( 2
−1) = (14

7 ) ,

这恰好就是 𝑇(4, 5)。矩阵乘向量，本质上是在用输入坐标给各列加权，再把结果相
加。
【思考训练】某个线性映射把 𝑒1 送到 (2, 0)，把 𝑒2 送到 (1, −1)。不用先写出一般
公式，直接求它把 (3, 4)送到哪里。
简解：

𝑇(3, 4) = 3𝑇(𝑒1) + 4𝑇(𝑒2) = 3(2, 0) + 4(1, −1) = (10, −4).

8.3 捕捉影子的猎人——对偶空间 𝑉∗

对偶空间是第十章定义微分形式的关键工具。一般线性映射可以把向量送到另一个
向量空间；其中，陪域为 ℝ 的线性映射称为线性泛函。可以把它想成一个 “评分
员”：输入向量，输出实数，并且保持线性组合。
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【定义】对实向量空间 𝑉，对偶空间是

𝑉∗ = {𝜑 ∶ 𝑉 → ℝ ∶ 𝜑是线性映射}.

在其中逐点定义 (𝜑 + 𝜓)(𝑣) = 𝜑(𝑣) + 𝜓(𝑣)和 (𝑐𝜑)(𝑣) = 𝑐𝜑(𝑣)。
【定理（对偶空间，证明略）】这些运算满足全部向量空间公理。若 𝑉 有有限基底
𝑣1, … , 𝑣𝑛，则存在对偶基底 𝑣1, … , 𝑣𝑛，满足 𝑣𝑖(𝑣𝑗) = 1（当 𝑖 = 𝑗）而在 𝑖 ≠ 𝑗 时等
于 0。
【可算例子（评分员也由基底决定）】在ℝ2 的标准基底下，定义

𝑒1(𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑒2(𝑥, 𝑦) = 𝑦.

那么 𝑒1(𝑒1) = 1, 𝑒1(𝑒2) = 0，而 𝑒2(𝑒1) = 0, 𝑒2(𝑒2) = 1，所以它们正是对偶基底。
任意线性泛函 𝜑都满足

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2) = 𝑥𝜑(𝑒1) + 𝑦𝜑(𝑒2).

因此只知道评分员给两个基向量打多少分，就知道它给所有向量打多少分。例如
𝜑(𝑒1) = 2, 𝜑(𝑒2) = −1时，

𝜑(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 𝑦.

【思考训练】对上面的 𝜑，计算 𝜑(3, 5)，并直接检查
𝜑((3, 5) + (1, −2)) = 𝜑(3, 5) + 𝜑(1, −2)。
简解：𝜑(3, 5) = 1；左侧为 𝜑(4, 3) = 5，右侧为 1 + 4 = 5。
因此，𝑉∗ 的元素不是原空间中的向量，而是作用于向量并返回实数的线性规则。把
𝜑 ∈ 𝑉∗ 作用于 𝑣 ∈ 𝑉，便得到实数 𝜑(𝑣)。

8.4 定义长度与垂直——内积与几何法则

我们的多维空间虽然平直，但目前它只有加法和缩放。它没有角度，没有长短。
怎样只用代数规则定义长度与垂直？为此引入内积；ℝ𝑛 上的标准内积也常称为点
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积。
【定义】实向量空间 𝑉 上的内积是映射 ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ，满足：

1. 双线性： ⟨𝑎𝑢 + 𝑏𝑣, 𝑤⟩ = 𝑎⟨𝑢, 𝑤⟩ + 𝑏⟨𝑣, 𝑤⟩，并且对第二个位置也成立；
2. 对称： ⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩；
3. 正定： ⟨𝑣, 𝑣⟩ ≥ 0，且等号成立当且仅当 𝑣 = 0𝑉。

【定义】在ℝ𝑛 上，标准内积定义为

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑦𝑗 (𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛)).

当 𝑛 = 0 时，右边是空和，约定其值为 0。它把两个向量阵列对应位置上的数字两
两相乘，再把所有乘积相加。实数运算律保证它满足刚才的三条内积公理。
有了内积，就可以定义长度与垂直：

1. 长度： ‖𝑣‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩。第五章的确界性质保证每个非负实数有唯一非负平方根。
2. 垂直： 𝑢 ⟂ 𝑣当且仅当 ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0；零向量也允许与所有向量垂直。

【定义】实向量空间 𝑉 上的范数是映射 𝑁 ∶ 𝑉 → ℝ，通常写作 𝑁(𝑣) = ‖𝑣‖，并满
足：‖𝑣‖ ≥ 0，且等号成立当且仅当 𝑣 = 0𝑉；‖𝑐𝑣‖ = |𝑐| ‖𝑣‖；‖𝑢 + 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑣‖。上
面由内积给出的长度函数称为该内积诱导的范数；ℝ𝑛 的标准内积诱导的范数简称
标准范数。
【定理（柯西—施瓦茨与范数，证明略）】|⟨𝑢, 𝑣⟩| ≤ ‖𝑢‖‖𝑣‖。内积的双线性还给出
‖𝑐𝑣‖ = |𝑐| ‖𝑣‖，柯西—施瓦茨不等式则推出 ‖𝑢 + 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑣‖；因此上面的长度函
数确实是范数，并且 𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢 − 𝑣‖是度量。
【命题（兑现第六章的距离比较，短证明）】在ℝ𝑛 上，把内积范数给出的距离记为

𝑑2(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ = √
𝑛

∑
𝑗=1

(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)2.

当 𝑛 ≥ 1时，对第六章定义的最大距离 𝑑∞ 有

𝑑∞(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑛 𝑑∞(𝑥, 𝑦).
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第一边是因为每个 |𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 |都不超过所有坐标平方和的平方根。再写

𝑥 − 𝑦 =
𝑛

∑
𝑗=1

(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)𝑒𝑗,

由范数的三角不等式与 ‖𝑐𝑒𝑗‖ = |𝑐|，得到

𝑑2(𝑥, 𝑦) ≤
𝑛

∑
𝑗=1

|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 | ≤ 𝑛 𝑑∞(𝑥, 𝑦).

因此，一个半径为 𝑟 的 𝑑2 开球包含一个半径为 𝑟/𝑛 的 𝑑∞ 开球，并被半径为 𝑟 的
𝑑∞ 开球包含。每一种距离下的开球都能在另一种距离下找到更小的开球，所以两
种距离诱导相同拓扑；这正是第六章已经命名的 ℝ𝑛 的通常拓扑。𝑛 = 0 时空间只
有一个点，结论直接成立。
【命题（垂直时的勾股等式，短证明）】若 𝑢 ⟂ 𝑣，则

‖𝑢 + 𝑣‖2 = ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2.

事实上，由双线性、对称性和 ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0，

‖𝑢 + 𝑣‖2 = ⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣⟩
= ⟨𝑢, 𝑢⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑢⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩
= ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2.

所以熟悉的勾股关系不是额外画图得到的，而是内积公理的一个短推论。
【定义】𝐾 ⊆ ℝ𝑛 有界，若存在 𝑅 > 0使每个 𝑥 ∈ 𝐾 都有 ‖𝑥‖ ≤ 𝑅。
【定理（有限维 Heine–Borel定理，证明略）】𝐾 ⊆ ℝ𝑛 紧致，当且仅当它既闭又有
界。证明从第六章的闭区间紧致性出发，使用有限笛卡尔积和闭子集保持紧致。
由此，长度与垂直都被转化成了实数的乘法与加法。
【思考训练】
有两个二维向量 𝐴 = (3, 4) 与 𝐵 = (−4, 3)。请用标准内积计算 ⟨𝐴, 𝐵⟩，并判断它
们是否垂直。
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解答：
两个坐标位置分别贡献 3 ⋅ (−4) = −12与 4 ⋅ 3 = 12，所以

⟨𝐴, 𝐵⟩ = −12 + 12 = 0.

因此 𝐴 ⟂ 𝐵。

8.5 换座位就变号——外代数与反对称性

内积解决了长度与垂直。要进一步记录若干向量的次序、线性相关性，并为后面的
有向面积与体积做准备，还需要外代数。此时尚未定义面积和体积，因此下面先建
立纯代数结构。
【构造定理兼定义（外代数，证明略）】对每个实向量空间 𝑉，可以构造一个实向量
空间Λ(𝑉)，并用一个单射线性映射把 𝑉 识别为它的子空间；还可以同时构造子空
间Λ𝑘(𝑉)（𝑘 ∈ ℕ）、元素 1 ∈ Λ0(𝑉)和满足结合律、双线性的乘法 ∧，使下列性
质同时成立：

1. Λ(𝑉) = ⨁∞
𝑘=0 Λ𝑘(𝑉)。这里的含义是：每个元素都能唯一写成有限个不同阶

成分的和。
2. Λ0(𝑉) = ℝ ⋅ 1，并借助 𝑎 ↔ 𝑎1把它与ℝ视为同一空间；在这个识别下可简
写为Λ0(𝑉) = ℝ。同时，Λ1(𝑉) = 𝑉。

3. 对任意 𝑝, 𝑞 ∈ ℕ，楔积限制为双线性映射

Λ𝑝(𝑉) × Λ𝑞(𝑉) ⟶ Λ𝑝+𝑞(𝑉).
4. 1 ∧ 𝜔 = 𝜔 = 𝜔 ∧ 1。因此零个向量的空楔积约定为 1。
5. 对每个 𝑣 ∈ 𝑉，有 𝑣 ∧ 𝑣 = 0；Λ𝑘(𝑉)由所有 𝑘 重楔积 𝑣1 ∧ ⋯ ∧ 𝑣𝑘 的线性组合
组成。

若 𝑒1, … , 𝑒𝑛 是有限维空间 𝑉 的基底，那么 {1}是Λ0(𝑉)的基底；对 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，

𝑒𝑖1 ∧ ⋯ ∧ 𝑒𝑖𝑘 (1 ≤ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 ≤ 𝑛)

构成 Λ𝑘(𝑉) 的基底。当 𝑘 > 𝑛 时，Λ𝑘(𝑉) = {0}。这个对象可以只用有限向量序
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列、线性组合和商集构造；证明虽长，但不需要增加新公理。后文只使用这里明确
列出的性质。
由双线性和 (𝑢 + 𝑣) ∧ (𝑢 + 𝑣) = 0得

𝑢 ∧ 𝑣 = −𝑣 ∧ 𝑢.

所以交换两个座位会变号。更一般地，只要 𝑣1, … , 𝑣𝑘线性相关，就有 𝑣1∧⋯∧𝑣𝑘 = 0；
仅仅 “写成几个不同向量”还不足以产生非零楔积。
【可算例子（二维楔积）】在ℝ2 中写

𝑢 = 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2, 𝑣 = 𝑐𝑒1 + 𝑑𝑒2.

只用双线性、𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑖 = 0和 𝑒2 ∧ 𝑒1 = −𝑒1 ∧ 𝑒2，便有

𝑢 ∧ 𝑣 = 𝑎𝑐 𝑒1 ∧ 𝑒1 + 𝑎𝑑 𝑒1 ∧ 𝑒2 + 𝑏𝑐 𝑒2 ∧ 𝑒1 + 𝑏𝑑 𝑒2 ∧ 𝑒2
= (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑒1 ∧ 𝑒2.

例如 𝑢 = (2, 1), 𝑣 = (1, 3)时，

𝑢 ∧ 𝑣 = (2 ⋅ 3 − 1 ⋅ 1)𝑒1 ∧ 𝑒2 = 5𝑒1 ∧ 𝑒2.

这里的楔积不是另一个普通二维向量，而是Λ2(ℝ2)中的二阶对象；数字 5是它相
对于基底 𝑒1 ∧ 𝑒2 的坐标。
【思考训练】展开计算

(𝑒1 + 𝑒2) ∧ (2𝑒1 − 𝑒2).

简解：含 𝑒1 ∧ 𝑒1 或 𝑒2 ∧ 𝑒2 的项为 0，其余两项之和为

−𝑒1 ∧ 𝑒2 + 2𝑒2 ∧ 𝑒1 = −3𝑒1 ∧ 𝑒2.

【定理（顶次外幂与行列式，证明略）】若 dim𝑉 = 𝑛 ≥ 1，则Λ𝑛(𝑉)是一维空间。对每
个线性映射 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑉，存在唯一标量 det𝑇 ∈ ℝ，使得对所有 𝑣1, … , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 都有
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𝑇(𝑣1) ∧ ⋯ ∧ 𝑇(𝑣𝑛) = (det𝑇)(𝑣1 ∧ ⋯ ∧ 𝑣𝑛).

这个标量称为行列式。它满足

det(id𝑉) = 1, det(𝑆 ∘ 𝑇) = (det 𝑆)(det𝑇),

其中第二个等式对任意线性映射 𝑆, 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑉 成立；并且 det𝑇 ≠ 0 当且仅当 𝑇
可逆。一个 𝑛 × 𝑛 方阵 𝐴 的行列式，定义为标准基底下线性映射 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 的行列
式。
刚才的二维计算立刻解释了熟悉的二阶公式：若

𝑇(𝑒1) = 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2, 𝑇(𝑒2) = 𝑐𝑒1 + 𝑑𝑒2,

则

𝑇(𝑒1) ∧ 𝑇(𝑒2) = (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑒1 ∧ 𝑒2,

所以矩阵

(𝑎 𝑐
𝑏 𝑑)

的行列式就是 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐。这个公式正是两个像向量的楔积系数。
【直觉】在通常的欧氏坐标中，一旦以后严格定义有向体积，| det𝑇|会成为体积的放
大倍数，而 det𝑇 的正负会记录方向是否颠倒。本章尚未定义体积与方向，因此这
句话只作直觉说明，不参与后面的证明。

8.6 本章结语

这一章，我们为多维平坦空间建立了线性代数骨架。
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我们用笛卡尔积构造出由数字阵列组成的向量空间。
我们用基底和矩阵，把线性变换编码成由坐标对索引的有限映射，并可用行列表格
方便地书写。
我们又引入对偶空间，使线性泛函能够把向量映成实数；内积则给出了长度与垂直。
最后，外代数的反对称法则导出了行列式，为以后严格解释多维方向与体积变化做
好准备；本章没有把尚未定义的体积直觉当作证明。
至此，多维空间的代数骨架已经建立，但目前讨论的空间仍是平坦的。
下一章将把第六章的连续与极限同本章的线性映射结合起来，研究非线性映射在一
点附近的变化。
下一步就是微积分。
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9 变化的魔法——驯服无穷小的野兽

前面已经建立了两套工具：第六章的拓扑语言严格描述逼近与连续，第八章的线性
映射和矩阵则描述多维空间中的线性变化。
如果变化不是线性的，例如第七章定义的 sin 𝑥，怎样描述它在某一点的瞬时变化
率？
变化量不能直接取 0，否则差商会出现除以 0；变化量只要非零，差商描述的仍是
两个时刻之间的平均变化率。关键是研究变化量趋于 0时，差商是否趋于一个确定
的数。
本章把极限与线性映射结合起来，建立导数、积分和多元微分的基本框架。
先从一维导数开始。

9.1 捕获瞬间的切线——导数的诞生

回到一维实数轴。设函数 𝑓 记录汽车的位置：输入时刻 𝑥，输出位置 𝑓 (𝑥)。
当时刻从 𝑥 变为 𝑥 + ℎ时，汽车的位置变为 𝑓 (𝑥 + ℎ)。
这段时间内的位置变化量是 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)，平均速度是

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ .

但这只是时间段上的平均速度。要描述时刻 𝑥 的瞬时速度，不能把 ℎ 直接取成 0，
而要考察非零的 ℎ趋于 0时差商的极限。
【定义】设 𝑈 ⊆ ℝ是开集，𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ，并且 𝑥 ∈ 𝑈。写

lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ = 𝐿
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表示：对每个 𝜖 > 0，存在 𝛿 > 0，只要 ℎ ∈ ℝ、0 < |ℎ| < 𝛿且 𝑥 + ℎ ∈ 𝑈，就有

∣ 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ − 𝐿∣ < 𝜖.

若这样的 𝐿 存在，就称 𝑓 在 𝑥 可导，并定义 𝑓 ′(𝑥) = 𝐿。
【定理（极限唯一性，证明略）】若上述 𝐿 存在，则它唯一；因此导数确实是一个确
定的实数。可导还蕴含连续。
【可算例子（从定义求 𝑥2 的导数）】令 𝑓 (𝑥) = 𝑥2。当 ℎ ≠ 0时，

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ = (𝑥 + ℎ)2 − 𝑥2

ℎ = 2𝑥 + ℎ.

我们猜导数是 2𝑥，但还要检查量词。给定 𝜖 > 0，取 𝛿 = 𝜖；只要 0 < |ℎ| < 𝛿，就
有

∣ 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ − 2𝑥∣ = |ℎ| < 𝜖.

所以严格按照定义，𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥。这里从未把 ℎ 取成 0；我们只是让所有足够小的
非零 ℎ都给出足够接近 2𝑥 的差商。
【思考训练】用同一方法求 𝑓 (𝑥) = 3𝑥 + 2的导数。
简解：对每个 ℎ ≠ 0，

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ = 3ℎ

ℎ = 3.

差商已经恒等于 3，所以 𝑓 ′(𝑥) = 3。
【定理（基本求导法则，证明略）】若 𝑓 , 𝑔在 𝑥 可导，𝑐 ∈ ℝ，则

(𝑓 + 𝑔)′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) + 𝑔′(𝑥), (𝑐𝑓 )′(𝑥) = 𝑐𝑓 ′(𝑥),

(𝑓 𝑔)′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓 (𝑥)𝑔′(𝑥).
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若另有 𝑔(𝑥) ≠ 0，则

(𝑓
𝑔)

′
(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓 (𝑥)𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)2 .

常值函数的导数为 0，恒等函数 𝑥 ↦ 𝑥 的导数为 1；因此对每个正自然数 𝑛，有
(𝑥𝑛)′ = 𝑛𝑥𝑛−1。这些结论都可直接把差商通分、展开后用本节的极限定义证明。
【定理（一维中值定理，证明略）】若 𝐴 < 𝐵，函数 𝑓 ∶ [𝐴, 𝐵] → ℝ 连续，并在
(𝐴, 𝐵)上可导，则存在 𝑐 ∈ (𝐴, 𝐵)使

𝑓 (𝐵) − 𝑓 (𝐴) = 𝑓 ′(𝑐)(𝐵 − 𝐴).

它说 “整段的平均变化率，等于某个中间点的瞬时变化率”。证明可由闭区间紧致性
保证最大值、最小值存在，再从导数定义证明内部极值点的导数为 0。后面的微积
分基本定理和混合偏导定理都可使用它。
【定理（本书三个幂级数的逐项求导，证明略）】第七章中 exp、sin、cos 的导数级
数在每个闭区间上一致收敛，因此可以逐项求导，并得到

(exp 𝑥)′ = exp 𝑥, (sin 𝑥)′ = cos 𝑥, (cos 𝑥)′ = − sin 𝑥,

并且它们拥有任意阶连续导数。
导数 𝐿 不是把 ℎ代成 0后相除，而是非零差商的极限。几何上，它给出曲线在这一
点的切线斜率。
【思考训练】
假设一辆汽车的位置函数恒为 𝑓 (𝑥) = 5。请用差商计算它在非零时间增量 ℎ上的平
均速度，并求导数。
解答：
它在 𝑥 + ℎ与 𝑥 时的位置都是 5，所以当 ℎ ≠ 0时，

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ = 5 − 5

ℎ = 0.

按极限定义，这个恒为 0的差商趋于 0；由极限唯一性，𝑓 ′(𝑥) = 0。

111



Xu
lei
Su
n

9.2 碎片的堆积——积分与极限的总和

导数描述瞬时变化。下面研究如何用越来越细的有限分割定义累积总量。
先设 𝐴 < 𝐵。如果在区间 [𝐴, 𝐵]上有函数 𝑓，我们想计算它的累积总量。若 𝑓 ≥ 0，
这个数可解释为图像下的面积；若 𝑓 有负值，积分计算的是带正负号的面积，不能
直接叫普通几何面积。
对一般函数，一次有限分割得到的矩形和通常只给出近似值。
这就引出黎曼积分：

1. 有限切割：取有限分点 𝐴 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝐵，这叫分割 𝑃。每个小区间
选一点 𝑡𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]。

2. 局部取样：在每个小区间任选一点，以该点的函数值代表这段区间的高度。
3. 相加：定义黎曼和

𝑅(𝑓 , 𝑃, 𝑡) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑡𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1),

并定义网格宽度 ‖𝑃‖ = max𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)。

即使函数可积，单个黎曼和也不保证恰好等于积分值；但网格变细后，这些和可能
稳定地逼近同一个实数。这里需要第五章的实数完备性。
【定义】设 𝐴 < 𝐵 且 𝑓 ∶ [𝐴, 𝐵] → ℝ。若存在 𝑆 ∈ ℝ，使对每个 𝜖 > 0 都存在
𝛿 > 0，并且对任意带标记的有限分割，只要 ‖𝑃‖ < 𝛿就有 |𝑅(𝑓 , 𝑃, 𝑡) − 𝑆| < 𝜖，则
称 𝑓 在 [𝐴, 𝐵]上黎曼可积，并定义

∫
𝐵

𝐴 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑆.

当上下限相等时，约定

∫
𝐴

𝐴 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

当 𝐴 > 𝐵且 𝑓 在 [𝐵, 𝐴]上可积时，定义反向积分

∫
𝐵

𝐴 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = − ∫
𝐴

𝐵 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.
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因此积分记号对任意次序的两个端点都有明确含义。
此处 𝑑𝑥 只是标明积分变量是 𝑥 的记号，并不表示一个 “无穷小实数”；第十章会把
d𝑥 重新解释为对偶空间中的微分形式。
【命题（常值函数的积分，短证明）】若 𝑓 (𝑥) = 𝑐，则对任意端点 𝐴, 𝐵，

∫
𝐵

𝐴 𝑐 𝑑𝑥 = 𝑐(𝐵 − 𝐴).

先设 𝐴 < 𝐵。对任意带标记分割，

𝑅(𝑓 , 𝑃, 𝑡) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑐(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

= 𝑐((𝑥1 − 𝑥0) + ⋯ + (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1))
= 𝑐(𝐵 − 𝐴).

当 𝐴 < 𝐵时，所有黎曼和已经精确相同，无需等待网格变小。若 𝐴 = 𝐵，等式两边
都为 0；若 𝐴 > 𝐵，由反向积分约定和刚证完的正向情形，

∫
𝐵

𝐴 𝑐 𝑑𝑥 = −𝑐(𝐴 − 𝐵) = 𝑐(𝐵 − 𝐴).

所以公式对三种端点次序都成立。
【定理（积分值唯一性，证明略）】若两个实数 𝑆, 𝑇 都满足上面黎曼和的 𝜖–𝛿条件，
则 𝑆 = 𝑇。因此 ∫𝐵

𝐴 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 是一个确定的实数。
【定理（闭区间一致连续性，证明略）】闭区间上的连续函数满足：对每个 𝜖 > 0，存
在统一的 𝛿 > 0，使区间内任意 |𝑥 − 𝑦| < 𝛿都有 |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)| < 𝜖。
【定理（连续函数可积，证明略）】每个闭区间上的连续函数都黎曼可积。证明使用
上面的一致连续性控制黎曼和，再用实数完备性锁定极限。
因此，黎曼积分的定义不依赖图形直觉；它是所有足够细的带标记分割所共同逼近
的实数。
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9.3 导数与积分的联系——微积分基本定理

现在有了两种极限过程：

• 导数：研究有限差商在步长趋于 0时的极限。
• 积分：对越来越细的有限分割分别计算有限黎曼和；若所有足够细的分割都逼近
同一个实数，就取这个共同极限。

两者表面上方向相反：一个从函数提取局部变化率，另一个把局部取样累积成整体
数值。微积分基本定理精确说明了它们之间的联系。
【定理（微积分基本定理，证明略）】设 𝐴 < 𝐵，𝑓 ∶ [𝐴, 𝐵] → ℝ连续，并定义

𝐺(𝑥) = ∫
𝑥

𝐴 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡.

由于已经约定 ∫𝐴
𝐴 𝑓 = 0，这个定义也包含端点 𝑥 = 𝐴。函数 𝐺 在 [𝐴, 𝐵] 上连续，

在 (𝐴, 𝐵)上可导，并且 𝐺′(𝑥) = 𝑓 (𝑥)。反过来，若 𝐹 在 [𝐴, 𝐵]上连续、在 (𝐴, 𝐵)
上可导，并且对每个 𝑥 ∈ (𝐴, 𝐵)都有 𝐹′(𝑥) = 𝑓 (𝑥)，则

∫
𝐵

𝐴 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝐵) − 𝐹(𝐴).

证明使用连续函数在小区间上变化很小、黎曼和与有限差分的望远镜式相消。连续
性等条件不能省略。
【可算例子（导数把积分算出来）】因为

(𝑥3

3 )
′

= 𝑥2,

微积分基本定理给出

∫
1

0 𝑥2 𝑑𝑥 = [𝑥3

3 ]
1

0
= 1

3.

这里的方括号是简写：[𝐹(𝑥)]𝐵
𝐴 表示 𝐹(𝐵) − 𝐹(𝐴)。
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【思考训练】计算

∫
2

0 (3𝑥2 + 2) 𝑑𝑥.

提示与简解：𝐹(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥 满足 𝐹′(𝑥) = 3𝑥2 + 2，所以

∫
2

0 (3𝑥2 + 2) 𝑑𝑥 = 𝐹(2) − 𝐹(0) = 8 + 4 = 12.

当被积函数满足定理条件，并存在满足 𝐹′ = 𝑓 的函数 𝐹（称为 𝑓 的原函数）时，积
分只由原函数在两个端点的值决定。微积分基本定理由此把一维导数与积分联系起
来。

9.4 多维的瞬间扭曲——雅可比矩阵

一维导数是表示斜率的实数。对于从 𝑛 维空间到 𝑚 维空间的映射，一个实数通常
不足以描述所有输入方向上的变化；合适的一阶近似应当是第八章定义的线性映射，
选定基底后则由矩阵表示。
设 𝑚, 𝑛是正自然数，𝐹 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚，其中 𝑈 ⊆ ℝ𝑛 是开集，𝑃 ∈ 𝑈。以下距离和长
度都使用第八章由标准内积得到的范数。
【定义（多元可微的 𝜖–𝛿形式）】若存在一个线性映射 𝐿 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚，使得对每个
𝜖 > 0，都存在 𝛿 > 0，并且对每个满足

ℎ ∈ ℝ𝑛, 0 < ‖ℎ‖ < 𝛿, 𝑃 + ℎ ∈ 𝑈

的 ℎ，都有

‖𝐹(𝑃 + ℎ) − 𝐹(𝑃) − 𝐿ℎ‖
‖ℎ‖ < 𝜖,

就称 𝐹 在 𝑃 可微。这也简写为

lim
ℎ→0

‖𝐹(𝑃 + ℎ) − 𝐹(𝑃) − 𝐿ℎ‖
‖ℎ‖ = 0.
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这里的极限符号只是在缩写前面的量词陈述，并没有引入 “无穷小向量”。若这样的
线性映射存在，把它记为 𝐷𝐹(𝑃)。这准确表达了 “误差比移动距离缩小得更快”。
【定理（多元导数唯一性，证明略）】满足上述极限条件的线性映射至多有一个，所
以记号 𝐷𝐹(𝑃)没有歧义。
【命题（一维导数正是线性近似，短证明）】当 𝑛 = 𝑚 = 1 时，每个线性映射
𝐿 ∶ ℝ → ℝ都有形式

𝐿(ℎ) = 𝜆ℎ, 𝜆 = 𝐿(1).

于是对 ℎ ≠ 0，

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) − 𝐿(ℎ)|
|ℎ| = ∣𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)

ℎ − 𝜆∣ .

因此，多元可微定义在一维时恰好就是本章开头的导数定义，而且 𝐷𝑓 (𝑥)是线性映
射 ℎ ↦ 𝑓 ′(𝑥)ℎ。多元导数正是一维斜率的线性映射版本。
【定义】写 𝐹 = (𝐹1, … , 𝐹𝑚)，并令 𝑒𝑗 是ℝ𝑛 的第 𝑗 个标准基向量。若一维极限

𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑥𝑗

(𝑃) = lim
𝑡→0

𝐹𝑖(𝑃 + 𝑡𝑒𝑗) − 𝐹𝑖(𝑃)
𝑡

存在，就称它为 𝐹𝑖 在 𝑃 对第 𝑗 个坐标的偏导数；其中只考虑使 𝑃 + 𝑡𝑒𝑗 ∈ 𝑈 的非
零 𝑡。
【定理（雅可比矩阵，证明略）】若 𝐹 在 𝑃可微，则上述一阶偏导数全都存在。选定标准
基底后，𝐷𝐹(𝑃)的矩阵称为雅可比矩阵 𝐽𝐹(𝑃)，它的第 (𝑖, 𝑗)项等于 𝜕𝐹𝑖/𝜕𝑥𝑗(𝑃)。
【定义】设 𝑟 ≥ 1 是自然数。称 𝐹 在开集 𝑈 上属于 𝐶𝑟，若 𝐹 连续，并且对每个
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟、每个分量 𝐹𝑖 以及每组坐标指标 𝑗1, … , 𝑗𝑘 ∈ {1, … , 𝑛}，迭代偏导数

𝜕𝑘𝐹𝑖
𝜕𝑥𝑗𝑘 ⋯ 𝜕𝑥𝑗1

在 𝑈 的每一点都存在且作为 𝑈 → ℝ的函数连续。另定义 𝐶0 就是连续，𝐶∞ 表示
对每个 𝑟 ∈ ℕ都属于 𝐶𝑟。特别地，“连续可微”与 “属于 𝐶1”含义相同。
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【定理（𝐶2 函数的混合偏导可交换，证明略）】若 𝑈 ⊆ ℝ𝑛 是开集，𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ属
于 𝐶2，则对任意 𝑃 ∈ 𝑈 及 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛，

𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(𝑃) = 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

(𝑃).

证明可在 𝑃 附近取一个足够小的坐标长方形，对两个坐标方向先后各使用一次一维
中值定理，再利用二阶偏导的连续性令长方形缩小。第十章证明 d2 = 0 时会引用
这个定理。
【定理（可微性判别，证明略）】若各一阶偏导数在 𝑃 的某邻域存在并连续，则 𝐹 在
𝑃 可微，雅可比矩阵就是上述偏导数组成的矩阵。
【定理（链式法则，证明略）】设 𝑈 ⊆ ℝ𝑛、𝑉 ⊆ ℝ𝑚 是开集，𝐹 ∶ 𝑈 → 𝑉，
𝐺 ∶ 𝑉 → ℝ𝑝，并且 𝑃 ∈ 𝑈。若 𝐹 在 𝑃 可微，𝐺 在 𝐹(𝑃) 可微，则复合映射
𝐺 ∘ 𝐹 ∶ 𝑈 → ℝ𝑝 在 𝑃 可微，并且

𝐷(𝐺 ∘ 𝐹)(𝑃) = 𝐷𝐺(𝐹(𝑃)) ∘ 𝐷𝐹(𝑃).

等式右侧依次复合 𝐷𝐹(𝑃) ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 与 𝐷𝐺(𝐹(𝑃)) ∶ ℝ𝑚 → ℝ𝑝；在标准基底
下，这就是一个 𝑝 × 𝑚矩阵乘一个 𝑚 × 𝑛矩阵。
【可算例子（雅可比如何控制非线性误差）】定义

𝐹 ∶ ℝ2 → ℝ2, 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦, 𝑥𝑦).

逐个坐标求偏导，得到连续的偏导函数；由可微性判别，𝐹 处处可微，并且

𝐽𝐹(𝑥, 𝑦) = (2𝑥 1
𝑦 𝑥) .

在 𝑃 = (1, 2)，候选线性近似为

𝐿(𝑟, 𝑠) = 𝐽𝐹(1, 2) (𝑟
𝑠) = (2𝑟 + 𝑠, 2𝑟 + 𝑠).

直接展开可得
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𝐹(𝑃 + (𝑟, 𝑠)) − 𝐹(𝑃) − 𝐿(𝑟, 𝑠) = (𝑟2, 𝑟𝑠).

若记 ℎ = (𝑟, 𝑠)，则

‖(𝑟2, 𝑟𝑠)‖ = |𝑟|√𝑟2 + 𝑠2 ≤ ‖ℎ‖2.

所以当 ℎ ≠ 0 时，误差与移动长度之比至多为 ‖ℎ‖，它随 ℎ → 0 而趋于 0。这不只
算出了雅可比矩阵，也直接验证了它确实满足多元可微定义。
矩阵的第 𝑗 列记录只沿第 𝑗 个标准基方向移动时的一阶响应，整个矩阵再通过线性
组合处理任意小位移。偏导数分别考察各坐标方向，可微性则保证这些信息确实能
合成同一个线性近似。
因此，在可微点附近，函数能被雅可比矩阵所表示的线性映射作一阶近似；近似不
是完全相等，也不是每个函数在每一点都自动可微。

9.5 跨越维度的通行证——隐函数定理

隐函数定理是下一章构造流形实例的重要工具。
先看非线性方程 𝑥𝑦2 + 𝑧𝑥 = 5。令输入变量块 𝑢 = (𝑥, 𝑧) ∈ ℝ2，把坐标按
(𝑢, 𝑦) = ((𝑥, 𝑧), 𝑦)的次序重排，并写成

𝐻(𝑢, 𝑦) = 𝑥𝑦2 + 𝑧𝑥 − 5 = 0.

前面的基本求导法则给出 𝜕𝐻/𝜕𝑦 = 2𝑥𝑦。若要用下面的隐函数定理保证在某个解
((𝑥0, 𝑧0), 𝑦0)附近能把 𝑦写成 𝑥, 𝑧 的函数，就需要检查 2𝑥0𝑦0 ≠ 0。
一般的非线性方程未必能方便地显式解出某一组变量。隐函数定理改用雅可比矩阵
的可逆性，判断局部能否把待解变量表示成其他变量的函数。下面把变量一般地分
成 𝑥 ∈ ℝ𝑛 与待解的 𝑦 ∈ ℝ𝑚。
【约定】把一个 (𝑛 + 𝑚) 元组的前 𝑛 个坐标与后 𝑚 个坐标分开，会给出 ℝ𝑛+𝑚

与 ℝ𝑛 × ℝ𝑚 之间的标准双射。以下借助这个双射识别两者，并把相应的点写成
(𝑎, 𝑏)。
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【定义】若 𝐹 在 (𝑎, 𝑏)可微，就定义两个线性映射

𝐷𝑥𝐹(𝑎, 𝑏)(𝑢) = 𝐷𝐹(𝑎, 𝑏)(𝑢, 0), 𝐷𝑦𝐹(𝑎, 𝑏)(𝑣) = 𝐷𝐹(𝑎, 𝑏)(0, 𝑣).

它们分别只记录输入变量 𝑥 与待解变量 𝑦的一阶变化。
【定理（隐函数定理，证明略）】设 𝑛, 𝑚是正自然数，𝑈 ⊆ ℝ𝑛+𝑚是开集，𝐹 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚

属于 𝐶1，(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈 且 𝐹(𝑎, 𝑏) = 0。若线性映射

𝐷𝑦𝐹(𝑎, 𝑏) ∶ ℝ𝑚 ⟶ ℝ𝑚

可逆——等价地，det𝐷𝑦𝐹(𝑎, 𝑏) ≠ 0——那么存在开邻域

𝑎 ∈ 𝑈𝑎 ⊆ ℝ𝑛, 𝑏 ∈ 𝑈𝑏 ⊆ ℝ𝑚, 𝑈𝑎 × 𝑈𝑏 ⊆ 𝑈,

以及唯一的𝐶1映射 𝑔 ∶ 𝑈𝑎 → 𝑈𝑏，满足 𝑔(𝑎) = 𝑏，并且对每个 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝑎×𝑈𝑏都有

𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑦 = 𝑔(𝑥).

这些邻域还可选得使每个 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 对应的 𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝑔(𝑥))都可逆，并有

𝐷𝑔(𝑥) = −[𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝑔(𝑥))]−1 ∘ 𝐷𝑥𝐹(𝑥, 𝑔(𝑥)).

这里检查的是关于待解变量的方阵，而不是任意一个可能为长方形的完整雅可比矩
阵。
这个定理不一定给出可写成初等公式的答案，但保证局部解映射存在、唯一且属于
𝐶1。
【可算例子（只在选定的分支附近解开）】令

𝐹 ∶ ℝ2 → ℝ, 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦2 − 1.

基本求导法则说明这个多项式函数属于 𝐶∞。在点 (𝑎, 𝑏) = (0, 1)，有 𝐹(0, 1) = 0，
并且
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𝐷𝑦𝐹(0, 1)(𝑣) = 2𝑣, 𝐷𝑥𝐹(0, 1)(𝑢) = 𝑢.

𝐷𝑦𝐹(0, 1)可逆，所以隐函数定理保证：在 (0, 1)附近，方程 𝑥 + 𝑦2 − 1 = 0的解
恰好写成唯一的 𝑦 = 𝑔(𝑥)。导数公式还立刻给出

𝑔′(0) = −1
2.

同一方程还有靠近 (0, −1) 的另一支解，但只要把 𝑈𝑏 选在 1 附近，它就不在当前
邻域内；这里的 “唯一”始终是指定邻域内的唯一。
【思考训练】同一个方程在解 (1, 0)处为什么不能直接使用隐函数定理解出 𝑦？这里
实际发生了什么？
提示与简解：𝐷𝑦𝐹(1, 0)是零映射，不可逆。对略小于 1的 𝑥，有两个靠近 0的解

𝑦 = √1 − 𝑥 与 𝑦 = −√1 − 𝑥,

而对略大于 1的 𝑥 没有实数解，所以这里确实不能在 𝑥 = 1附近得到一个对每个 𝑥
都存在且唯一的解函数。一般而言，条件失败只表示定理不再保证结论；这个例子
额外展示了结论确实失败。
因此，只要关于待解变量的线性映射 𝐷𝑦𝐹 可逆，零点集合在足够小的邻域内就能写
成一张函数图像。

9.6 本章结语

这一章先用差商极限定义导数，再用有限分割和实数完备性定义黎曼积分；微积分
基本定理说明了两者的联系。进入多维后，雅可比矩阵给出一阶线性近似，隐函数
定理则把雅可比的可逆性转化为局部解函数的存在与唯一性。
下一章将不再要求整个空间拥有一套全局平直坐标，而只要求每个点附近都能使用
欧氏坐标。这将引出微分流形，并最终导向统一内部积分与边界积分的斯托克斯定
理。
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10 弯曲的宇宙与边界——斯托克斯
的终极和弦

前九章依次建立了逻辑与集合的语言、数系与代数结构、完备实数、拓扑空间、线
性代数和微积分。上一章又用线性映射描述了非线性映射的局部一阶变化，并给出
了隐函数定理。
但是，我们至今进行微积分计算时使用的模型空间都是ℝ𝑛 这样的平坦空间。第六
章允许抽象拓扑空间存在，却还没有给它们光滑坐标和微分结构。
许多空间却没有一套覆盖全体的欧氏坐标。例如，圆周和球面需要多张局部地图才
能完整描述。
本章不再要求全局平坦，而是用相容的局部坐标拼接出 “局部欧氏”的光滑流形。
随后把第八章的对偶空间与外代数应用到每个切空间，定义微分形式、定向与积分，
最后得到斯托克斯定理。

10.1 缝合多维的地图——微分流形

怎样用集合与映射严格描述圆周、球面等空间？核心做法是使用多张局部坐标图：
每张图把空间的一部分对应到欧氏空间的开集，图与图之间再用坐标转换衔接。
【定义】设 𝑛 ∈ ℕ。一个 𝑛维拓扑流形是拓扑空间 𝑀，满足：

1. Hausdorff：任意两个不同点都分别含在两个不相交的开集中；
2. 第二可数：存在至多可数的开集基，使每个开集都能写成这些基开集的并；
3. 局部欧几里得：每个 𝑝 ∈ 𝑀 都有开邻域 𝑈 和同胚 𝜑 ∶ 𝑈 → 𝜑(𝑈)，其中 𝜑(𝑈)
是ℝ𝑛 的开子集。
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【零维微分约定】ℝ0 是只含空元组的单点空间。若 𝑂 ⊆ ℝ𝑟、𝑂′ ⊆ ℝ𝑠 是开集，并
且 𝑟 = 0 或 𝑠 = 0，则映射 𝐻 ∶ 𝑂 → 𝑂′ 自动视为 𝐶∞；在每个有定义的点，𝐷𝐻
是唯一的线性映射ℝ𝑟 → ℝ𝑠。高阶导数沿用同样的空指标约定。
二元组 (𝑈, 𝜑)称为坐标图；覆盖𝑀 的一族坐标图称为图册。“局部拍扁”严格指同
胚到ℝ𝑛 的开子集，不是整个ℝ𝑛。
因此，在每个点附近都可以使用 𝑛个实数作局部坐标。
当两张坐标图 (𝑈, 𝜑)、(𝑉, 𝜓)重叠时，定义坐标转换

𝜓 ∘ 𝜑−1 ∶ 𝜑(𝑈 ∩ 𝑉) → 𝜓(𝑈 ∩ 𝑉).

坐标转换把第一套坐标改写为第二套坐标；它的定义域和陪域都是欧氏开集，因此
可以使用上一章的微积分。
【定义】若所有坐标转换都具有任意阶连续偏导数，就称图册光滑；这里的 𝐶∞ 使用
第九章已经给出的递归定义。与该图册光滑相容的所有坐标图共同确定一个光滑结
构，带此结构的 𝑀 称为光滑流形。
【例子：平坦空间本身】
任取开集 𝑂 ⊆ ℝ𝑛。只用一张坐标图

(𝑂, id𝑂)

就能把 𝑂变成 𝑛维光滑流形。第六章的子空间继承定理保证 𝑂是 Hausdorff且第
二可数；恒等图把它映到ℝ𝑛 的开子集，而唯一的坐标转换是恒等映射。
因此，流形不必在外观上弯曲；定义真正要求的是每个点附近都能使用 𝑛个实数作
光滑坐标。
【说明：点不是坐标】
同一个点 𝑃 在两张地图上可能分别写成 𝑥 = 𝜑(𝑃) 与 𝑦 = 𝜓(𝑃)。𝑃 是 𝑀 的元素，
𝑥, 𝑦只是描述它的两串实数；公式 𝑦 = (𝜓 ∘ 𝜑−1)(𝑥)才说明两种描述怎样互译。以
后所有与坐标无关的对象，都必须在这种互译下保持一致。
【定义】映射 𝐹 ∶ 𝑀 → 𝑁 称为光滑，若对每个 𝑃 ∈ 𝑀，任取含 𝑃 的坐标图 (𝑈, 𝜑)
和含 𝐹(𝑃)的坐标图 (𝑉, 𝜓)，都存在 𝑀 中的开邻域 𝑊，使

𝑃 ∈ 𝑊 ⊆ 𝑈 ∩ 𝐹−1(𝑉),
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并且局部坐标表达

𝜓 ∘ 𝐹 ∘ 𝜑−1∣𝜑(𝑊) ∶ 𝜑(𝑊) ⟶ 𝜓(𝑉)

属于 𝐶∞。这里 𝜑(𝑊) 是欧氏开集，而 𝑊 ⊆ 𝐹−1(𝑉) 保证复合式有定义，因此不
需要假设整个 𝜑(𝑈 ∩ 𝐹−1(𝑉))是开集。坐标转换与链式法则还说明：对每个 𝑃 只
找一对满足上述条件的坐标图，便可推出任意坐标图下的同一结论。
【说明】若方程满足第九章隐函数定理的雅可比可逆条件，其局部解集可以由该定理
证明是流形；但隐函数定理不是流形定义本身所必需的。
这就是流形的本质：整体可能复杂，但每个点都有与欧几里得开集同胚的邻域；“等
价于切平面”只是直觉，正式等价发生在坐标图之间。
【定义】圆周是 𝑆1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 = 1}，取自ℝ2 的子空间拓扑。
【定理（圆周图册）】𝑆1 是紧致的一维光滑流形；删去北极点或南极点后，各自都可
用一张光滑坐标图映到ℝ。因此两个这样的坐标图覆盖 𝑆1。
证明：记北极点 𝑁 = (0, 1)、南极点 𝑆 = (0, −1)，并令

𝑈𝑁 = 𝑆1 ∖ {𝑁}, 𝑈𝑆 = 𝑆1 ∖ {𝑆}.

这两个集合在 𝑆1 中开。以 𝑈𝑁 为例：若 𝑃 ≠ 𝑁，则

𝐵ℝ2
‖𝑃−𝑁‖/2(𝑃) ∩ 𝑆1

是 𝑆1 中含 𝑃 的开邻域，而且不含 𝑁，所以它包含于 𝑈𝑁；𝑈𝑆 同理。
定义

𝜑𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥
1 − 𝑦, 𝜑𝑆(𝑥, 𝑦) = 𝑥

1 + 𝑦.

它们都映到ℝ，逆映射分别是

𝜑−1
𝑁 (𝑡) = ( 2𝑡

1 + 𝑡2 , 𝑡2 − 1
1 + 𝑡2) , 𝜑−1

𝑆 (𝑡) = ( 2𝑡
1 + 𝑡2 , 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2) .
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直接代入可以验证两边复合都是恒等映射。原映射的分母在相应定义域内非零，逆
映射的分母 1 + 𝑡2 始终为正。第九章的求导法则与可微性判别说明这些环境空间中
的有理式映射属于 𝐶∞，因而连续；把定义域或陪域换成相应子空间后，连续性由
开集原像定义直接保持。因此原映射与逆映射都连续，它们确实是同胚坐标图。
在重叠部分，𝑡 ≠ 0，而且

(𝜑𝑆 ∘ 𝜑−1
𝑁 )(𝑡) = 1

𝑡 .

这个函数及其逆函数在ℝ ∖ {0}上都是光滑的，故两张图组成光滑图册。Hausdorff
与第二可数性质由ℝ2 的子空间继承。
最后，第九章的可微性判别说明多项式函数 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 连续，并且 𝑆1 =
𝑞−1({1})。因为ℝ ∖ {1}开，连续性使 𝑞−1(ℝ ∖ {1})开，所以其补集 𝑆1 闭。
又因 𝑆1 每一点的标准范数都等于 1，它有界。由 Heine–Borel定理，𝑆1 紧致。证
毕。
这个例子还展示了 “整体弯曲，局部平直”的准确含义：我们没有把整个圆周压成一
条直线，而是允许两张直线地图在 𝑡 ↦ 1/𝑡 的规则下重叠。
【思考训练】
一个坐标图能否覆盖整个圆周 𝑆1？至少需要多少张坐标图才能覆盖它？
解答：
一个坐标图不能覆盖整个圆周：否则，圆周会同胚于ℝ的某个非空开子集 𝑂。但这
样的 𝑂不可能紧致。
事实上，若 𝑂紧致，Heine–Borel定理使它有界且闭。令 𝑠 = sup𝑂。若 𝑠 ∉ 𝑂，则
𝑠属于开集ℝ ∖ 𝑂，故某个以 𝑠为中心的开区间与 𝑂不相交。可是上确界定义保证
该区间的左半边含有足够接近 𝑠的 𝑂中元素，矛盾。因此 𝑠 ∈ 𝑂。
又因为 𝑂开，存在某个 𝛿 > 0使 𝑠 + 𝛿 ∈ 𝑂，这与 𝑠是上界矛盾。
同胚保持紧致性，所以一个坐标图的假设不成立。前面构造的两张坐标图确实覆盖
圆周，因此最少需要两张。
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10.2 在弯曲中寻找平直——切空间

流形未必拥有全局坐标，但在每个点附近都有欧氏坐标。固定一点 𝑃，曲线经过 𝑃
时的一阶速度为切向量提供了直观模型。
曲线速度很适合想象切向量，但到了带边流形的边界，它会漏掉向外方向。为了让
同一个定义从现在一直适用到斯托克斯定理，我们直接用坐标转换来粘合向量。
【定义】取一个含 𝑃 的坐标图 (𝑈, 𝜑) 和一个向量 𝑣 ∈ ℝ𝑛，把二者组成一个代表
(𝜑, 𝑣)。若 (𝑉, 𝜓)是另一张含 𝑃 的坐标图，规定

(𝜑, 𝑣) ∼ (𝜓, 𝑤) ⟺ 𝑤 = 𝐷(𝜓 ∘ 𝜑−1)(𝜑(𝑃)) 𝑣.

这里右侧是第九章定义的导数线性映射。一个切向量就是这种代表的等价类，所有
等价类组成 𝑇𝑃𝑀。
在任一固定坐标图中定义

[(𝜑, 𝑣)] + [(𝜑, 𝑤)] = [(𝜑, 𝑣 + 𝑤)], 𝑐[(𝜑, 𝑣)] = [(𝜑, 𝑐𝑣)].

【定理（切空间良定义）】关系 ∼是等价关系，上述运算与代表坐标图无关；𝑇𝑃𝑀 是
𝑛维实向量空间，称为点 𝑃 的切空间。对抽象流形，它不必来自某个预先给定的环
境向量空间。
证明：同一坐标图到自身的转换是恒等映射，其导数是恒等线性映射，所以
(𝜑, 𝑣) ∼ (𝜑, 𝑣)。若 (𝜑, 𝑣) ∼ (𝜓, 𝑤)，坐标转换 𝜑 ∘ 𝜓−1 是 𝜓 ∘ 𝜑−1 的逆；链式法
则给出

𝐷(𝜑 ∘ 𝜓−1)(𝜓(𝑃)) 𝑤 = 𝑣,

所以关系可反向。若再有 (𝜓, 𝑤) ∼ (𝜃, 𝑧)，链式法则又给出

𝑧 = 𝐷(𝜃 ∘ 𝜓−1)(𝜓(𝑃))𝐷(𝜓 ∘ 𝜑−1)(𝜑(𝑃))𝑣 = 𝐷(𝜃 ∘ 𝜑−1)(𝜑(𝑃))𝑣,

所以关系可传递。这证明了它是等价关系。
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坐标转换的导数是线性映射，因此它同时保持向量加法与数乘；这说明换一张坐
标图再做运算，与先做运算再换图结果相同。最后，固定任意一张含 𝑃 的坐标图
(𝑈, 𝜑)，映射

𝑇𝑃𝑀 ⟶ ℝ𝑛, [(𝜑, 𝑣)] ⟼ 𝑣

是线性双射：每个等价类在这张图中有且只有一个代表向量。故 𝑇𝑃𝑀 与ℝ𝑛 同构，
维数为 𝑛。该论证也包含 𝑛 = 0；此时 𝑇𝑃𝑀 是零向量空间。证毕。
【例子：ℝ𝑛 中的切向量】
把 𝑀 = ℝ𝑛 配上恒等坐标图。此时 𝑇𝑃ℝ𝑛 中的每个切向量唯一写成 [(id, 𝑣)]，所
以可以自然地把它记成普通向量 𝑣 ∈ ℝ𝑛。要注意，这个识别来自全局恒等坐标；一
般流形上并没有一张同时覆盖所有点的恒等地图。
【定理（内部点的曲线解释，证明略）】若 𝑃 是无边界流形中的点，或以后所说带
边流形的内部点，那么每条满足𝛾(0) = 𝑃的光滑曲线𝛾 ∶ (−𝜖, 𝜖) → 𝑀定义切向量

𝛾′(0) = [(𝜑, (𝜑 ∘ 𝛾)′(0))],

且每个切向量都可这样得到。这个等式与坐标选择无关。边界点仍使用上面的坐标
代表定义，不能只靠双侧曲线速度。
【定义】若 𝐹 ∶ 𝑀 → 𝑁 光滑，取 𝑃 附近的坐标图 (𝑈, 𝜑) 和 𝐹(𝑃) 附近的坐标图
(𝑉, 𝜓)，定义切映射

𝐷𝐹𝑃 ∶ 𝑇𝑃𝑀 → 𝑇𝐹(𝑃)𝑁,

𝐷𝐹𝑃([(𝜑, 𝑣)]) = [(𝜓, 𝐷(𝜓 ∘ 𝐹 ∘ 𝜑−1)(𝜑(𝑃))𝑣)].

【定理（切映射良定义，证明略）】链式法则保证这个定义不依赖坐标图或代表，并
且 𝐷𝐹𝑃 是线性映射。对内部点的曲线表示，它等价于

𝐷𝐹𝑃(𝛾′(0)) = (𝐹 ∘ 𝛾)′(0).

【思考训练】
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设 𝐹 ∶ 𝑀 → 𝑁、𝐺 ∶ 𝑁 → 𝐿 都光滑。猜一猜恒等映射和复合映射的切映射应满足
什么公式。
解答：链式法则直接给出

𝐷(id𝑀)𝑃 = id𝑇𝑃𝑀 , 𝐷(𝐺 ∘ 𝐹)𝑃 = 𝐷𝐺𝐹(𝑃) ∘ 𝐷𝐹𝑃.

这说明 “先走过 𝐹再走过𝐺”的瞬时变化，等于先用𝐷𝐹𝑃变换切向量，再用𝐷𝐺𝐹(𝑃)
变换一次。公式两侧的定义域和陪域完全相同，因而复合是合法的。
必须注意：不同点的切向量属于不同的切空间，一般没有天然的加法。若要比较它
们，需要另行选择额外结构；本章只在同一点的切空间内运算。

10.3 测量切向量——微分形式 d𝑥

每个切空间 𝑇𝑃𝑀 都是向量空间，因此第八章的对偶空间构造可以应用于它。对偶
空间 (𝑇𝑃𝑀)∗ 称为点 𝑃 的余切空间；它的元素是线性泛函：输入切向量，输出实
数。
【定义】在每个 𝑃 ∈ 𝑀 选取一个线性泛函 𝜔𝑃 ∈ (𝑇𝑃𝑀)∗，称为一个一阶形式场。
它的光滑性将在引入坐标余切向量 d𝑥𝑖 后，用坐标系数函数精确定义。
若坐标图 𝜑 的坐标函数为 𝑥1, … , 𝑥𝑛，并且切向量在这张图中写成 𝑣 = [(𝜑, 𝜉)]，
其中 𝜉 = (𝜉1, … , 𝜉𝑛)，定义

(d𝑥𝑖)𝑃(𝑣) = 𝜉𝑖.

它们是坐标切向量基底的对偶基底。对内部点的曲线表示，这等于 d
d𝑡𝑥𝑖(𝛾(𝑡))∣𝑡=0。

d𝑥𝑖 通常只在该坐标图内定义，换坐标时会按链式法则变换。
d𝑥 不是 “无限小的长度”，而是作用于切向量的线性泛函。在每个点 𝑃，d𝑥 与 d𝑦的
值都属于同一个余切空间 (𝑇𝑃𝑀)∗，所以可以把第八章的外代数构造应用于该空间，
得到楔积 d𝑥 ∧ d𝑦。下面把这种构造写成微分形式的正式定义。
【定义】设 𝑘 ≥ 1。映射

𝜔𝑃 ∶ (𝑇𝑃𝑀)𝑘 → ℝ
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这里 (𝑇𝑃𝑀)𝑘 表示从 [𝑘] 到 𝑇𝑃𝑀 的映射组成的集合，也就是有序 𝑘 元组的集合。
若 𝜔𝑃 在每一个输入位置分别都是线性的，就称为 𝑘 重线性；若交换任意两个输入
都会使值变号，就称为交替的。等价地，只要两个输入相同，值就必须为 0。点 𝑃
的一个𝑘 阶形式就是这样的交替 𝑘 重线性映射；在每个 𝑃 ∈ 𝑀 选取一个 𝜔𝑃，称为
一个 𝑘 阶形式场。
零阶微分形式另行定义为光滑函数，因此

Ω0(𝑀) = 𝐶∞(𝑀).

空楔积约定为标量 1。若 𝑓 是零阶形式，则 𝑓 ∧ 𝜔 = 𝜔 ∧ 𝑓 = 𝑓 𝜔。
对一阶形式，楔积由

(𝛼1 ∧ ⋯ ∧ 𝛼𝑘)(𝑣1, … , 𝑣𝑘) = det(𝛼𝑖(𝑣𝑗))

定义，再用双线性扩展；一般的 𝑟 阶与 𝑠阶形式的楔积是 𝑟 + 𝑠阶形式。
d𝑥 ∧ d𝑦 作用于两个切向量时给出带符号的坐标平行四边形值；它可能为负，也不
等于在缺少度量时的 “绝对面积大小”。
【可算例子】
在ℝ2 的恒等坐标中，令

𝑢 = (𝑎, 𝑏), 𝑣 = (𝑐, 𝑑).

那么

(d𝑥 ∧ d𝑦)(𝑢, 𝑣) = det(𝑎 𝑐
𝑏 𝑑) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐.

若交换 𝑢, 𝑣，行列式变号；若 𝑣 = 𝜆𝑢，结果为 0。因此一个二阶形式不是 “一个很
小的面积块”，而是一条规则：它接收两个切向量，并返回一个带符号的实数。
【定理兼定义（形式的坐标表达与光滑性，证明略）】当 𝑘 ≥ 1时，一个 𝑘 阶形式场
在每张坐标图中唯一写成
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𝜔 = ∑
𝑖1<⋯<𝑖𝑘

𝑎𝑖1⋯𝑖𝑘 d𝑥𝑖1 ∧ ⋯ ∧ d𝑥𝑖𝑘 ,

其中 𝑎𝑖1⋯𝑖𝑘 是实值函数。据此定义：这个形式场是光滑 𝑘 阶微分形式，当且仅当在
每张相容坐标图中，所有系数函数 𝑎𝑖1⋯𝑖𝑘 都属于 𝐶∞。坐标转换与链式法则保证，
只在一份光滑图册中检查就足够，而且这个条件不依赖图册选择。一阶形式场也按
这条规则判定是否光滑。
【定义】若 𝐹 ∶ 𝑁 → 𝑀 光滑，𝜔是 𝑀 上的 𝑘 形式，则拉回形式 𝐹∗𝜔定义为

(𝐹∗𝜔)𝑃(𝑣1, … , 𝑣𝑘) = 𝜔𝐹(𝑃)(𝐷𝐹𝑃𝑣1, … , 𝐷𝐹𝑃𝑣𝑘).

对零阶形式 𝑓，同一定义就是 𝐹∗𝑓 = 𝑓 ∘ 𝐹。
【例子：把平面形式拉回到一条曲线】
令 𝐹 ∶ ℝ → ℝ2 为 𝐹(𝑡) = (𝑡, 𝑡2)。它的导数把一维切向量 𝑠送到 (𝑠, 2𝑡𝑠)，所以

𝐹∗(d𝑥) = d𝑡, 𝐹∗(d𝑦) = 2𝑡 d𝑡.

再取两个一维切向量 𝑠1, 𝑠2，直接使用拉回定义可得

𝐹∗(d𝑥 ∧ d𝑦)(𝑠1, 𝑠2) = det( 𝑠1 𝑠2
2𝑡𝑠1 2𝑡𝑠2

) = 0.

一条曲线只有一个独立方向，两个切向量必定线性相关，所以任何二阶形式拉回到
曲线上都为零。这严格表达了 “维数不足以承载二阶交替形式”。
【定义】对零阶形式 𝑓，先定义

d𝑓 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑗 d𝑥𝑗.

对 𝑘 ≥ 1的形式，外微分 d在坐标中定义为

d𝜔 = ∑
𝑖1<⋯<𝑖𝑘

𝑛
∑
𝑗=1

𝜕𝑎𝑖1⋯𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗 d𝑥𝑗 ∧ d𝑥𝑖1 ∧ ⋯ ∧ d𝑥𝑖𝑘 .
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【定理（外微分良定义，证明略）】该公式与坐标选择无关，并满足线性、d(𝛼 ∧ 𝛽) =
d𝛼 ∧ 𝛽 + (−1)𝑟𝛼 ∧ d𝛽（𝛼为 𝑟 阶形式）以及 d2 = 0。
【短证明：为什么对函数有 d2𝑓 = 0】
若 𝑓 光滑，则在坐标中

d(d𝑓 ) = ∑
𝑖,𝑗

𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖 d𝑥𝑗 ∧ d𝑥𝑖.

当 𝑖 = 𝑗 时，d𝑥𝑖 ∧ d𝑥𝑖 = 0。当 𝑖 ≠ 𝑗 时，第九章的混合偏导交换定理说明 (𝑖, 𝑗)项
与 (𝑗, 𝑖)项的二阶偏导数相等，但楔积互为相反数，所以两项抵消。
全部项都消失，故 d(d𝑓 ) = 0。一般 𝑘 形式的证明也是同一组 “对称偏导数与反对
称楔积相抵消”的计算，只是下标更多。
【思考训练】
在ℝ2 上令

𝜔 = 𝑥 d𝑦 − 𝑦 d𝑥.

求 d𝜔。
解答：使用外微分的乘积法则，并注意 d(d𝑥) = d(d𝑦) = 0，得到

d𝜔 = d𝑥 ∧ d𝑦 − d𝑦 ∧ d𝑥 = 2 d𝑥 ∧ d𝑦.

第二项不是把第一项消掉，而是因为换序变号后又贡献了同一个 d𝑥 ∧ d𝑦。
【思考训练】
根据第八章的反对称法则，d𝑦 ∧ d𝑥与 d𝑥 ∧ d𝑦有什么关系？d𝑥 ∧ d𝑥又等于什么？
解答：
交换次序会变号，所以

d𝑦 ∧ d𝑥 = −d𝑥 ∧ d𝑦.

同一个一阶形式与自身作楔积则为零：d𝑥 ∧ d𝑥 = 0。
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10.4 选择一致的方向——定向与边界

上一章的积分从越来越细的有限分割出发，计算有限黎曼和；当这些和按定义共同
逼近同一实数时，那个极限就是积分。要在流形上积分微分形式 𝜔，还必须先处理
方向的一致性。
【直觉】想象把纸条扭转半圈再粘合，并沿纸条绕行一周：起初选定的局部方向看起
来会被翻转。这幅图只提示 “局部选择未必能在全局保持一致”；下面的正式定义不
以这幅图为证明。
【定义】设 𝑉 是 𝑛维实向量空间，𝑛 ≥ 1。对 𝑉 的两组有序基底

(𝑣1, … , 𝑣𝑛), (𝑤1, … , 𝑤𝑛),

由第八章的基底坐标定理，存在唯一线性同构 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑉 满足 𝑇(𝑣𝑖) = 𝑤𝑖
（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛）。若 det𝑇 > 0，就说这两组基底同向；若 det𝑇 < 0，就说它们反向。
【引理】“同向” 是有序基底之间的等价关系；当 𝑛 ≥ 1 时，它恰好把全部有序基底
分成两个等价类。任选其中一类称为正基底，另一类便称为负基底。
证明：恒等换基映射的行列式是 1，所以每组基底与自己同向。若 𝑇 把第一组基底
送到第二组，那么 𝑇−1 把第二组送回第一组，而且

det(𝑇−1) = 1
det𝑇 ,

故二者符号相同。依次换两次基底对应复合映射，而

det(𝑆 ∘ 𝑇) = det 𝑆 ⋅ det𝑇;

两个正数的乘积仍为正，所以 “同向”可传递。
现在固定一组基底ℬ。任意其他基底相对于ℬ的换基行列式非零，因而不是正就
是负；两个正号或两个负号相除都得到正号，一正一负相除则得到负号，所以恰有
两类。又因为 𝑛 ≥ 1，把ℬ的第一个向量换成其相反向量便得到行列式为 −1的基
底，故两类都非空。证毕。
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【例子：平面的标准定向】
在ℝ2 中规定 (𝑒1, 𝑒2)为正基底，就得到标准定向。若

𝑢 = (1, 1), 𝑣 = (−1, 1),

则以 𝑢, 𝑣 为列的矩阵行列式为 2 > 0，所以 (𝑢, 𝑣) 是正基底；交换次序后的 (𝑣, 𝑢)
行列式为 −2，是负基底。这里，换序变号正好记录了定向的反转。
【定义】当 𝑛 ≥ 1 时，𝑛 维流形的一个定向，是在每个切空间中选定上述两个等价
类中的哪一类为 “正”，并满足下面的局部一致性：对任意定义域连通的坐标图
(𝑈, 𝜑)，坐标基底

[(𝜑, 𝑒1)], … , [(𝜑, 𝑒𝑛)]

在整个 𝑈 上要么处处为正，要么处处为负。能这样选择的流形称为可定向；一次具
体选择称为一个定向。
对没有边界的流形，这等价于可以选取一份所有坐标转换雅可比行列式都为正的图
册。带边流形固定使用ℍ𝑛 = {𝑥𝑛 ≥ 0}作模型时，边界图未必都能改成正向；因此，
带边情形在下文使用每张图相对于定向的正负符号，不能假定存在覆盖全体的正向
边界图。零维定向将在积分前用单独的符号约定处理。
“里面/外面” 并不是一般定向的定义。例如一维圆周的定向只是选择顺时针或逆时
针。前面的纸带图景只帮助想象局部方向可能遇到的全局障碍，不参与后文推理。
【定义】设 𝑛 ≥ 1。带边 𝑛维流形仍要求 Hausdorff与第二可数，但把局部欧几里得
模型改成半空间

ℍ𝑛 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∶ 𝑥𝑛 ≥ 0}.

坐标图映到ℍ𝑛 的相对开子集；坐标转换 “光滑” 表示它在每一点附近可扩展为普
通欧几里得开集上的光滑映射。
这里 “相对开”定义为 𝑂 ∩ ℍ𝑛，其中 𝑂是ℝ𝑛 的开集。
带边流形之间的映射也按同一规则定义为光滑：它的每个坐标表达都必须在相应点
附近拥有普通欧几里得开集上的 𝐶∞ 延拓。
能在坐标中落到 𝑥𝑛 = 0的点组成边界 𝜕𝑀；其余点组成内部。
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这里的 𝜕𝑀 是由半空间坐标定义的流形边界，不要同第六章 “某个子集在给定环境
空间中的拓扑边界”混淆。若把𝑀 只看成自身的子集，它的拓扑边界反而是空集。
【定理（边界与切空间，证明略）】坐标转换和半空间的拓扑性质保证 “边界点”不依
赖坐标选择；𝜕𝑀 是 𝑀 的闭子集，并且本身是 (𝑛 − 1)维光滑流形。
前面用坐标代表定义的 𝑇𝑃𝑀 原样适用于边界点，仍是 𝑛维；光滑扩展的导数在边
界处唯一确定。若 𝑃 ∈ 𝜕𝑀，则 𝑇𝑃𝜕𝑀 自然对应于边界坐标中满足第 𝑛 个分量为
0的子空间。
【定义】包含映射 𝜄 ∶ 𝜕𝑀 ↪ 𝑀 是光滑映射。一个形式在边界上的 “限制”，严格定
义为拉回 𝜄∗𝜔，而不是把符号中的变量随意删掉。
【定义】对 𝑃 ∈ 𝜕𝑀，若 𝜈 ∈ 𝑇𝑃𝑀 在某张边界坐标中的第 𝑛个分量小于 0，就称 𝜈
向外且横截边界。这里没有给流形选择内积，所以不要求 𝜈与边界 “垂直”；正式条
件只有刚才规定的坐标分量符号。
【引理（向外方向良定义，证明略）】边界坐标转换的导数保持 “第 𝑛个分量为负”这
一侧，因此向外条件与所选边界坐标图无关。
【定义】若𝑀 已定向，则边界采用 “向外横截向量在前”的约定：(𝑣1, … , 𝑣𝑛−1)在边
界为正，当且仅当 (𝜈, 𝑣1, … , 𝑣𝑛−1)在 𝑀 中为正，其中 𝜈是任一向外横截向量。
【引理（边界定向良定义，证明略）】不同的向外横截向量给出同一类正基底，因此
上述约定唯一确定斯托克斯公式中的符号。
【一维边界的符号从哪里来】
给区间 [𝐴, 𝐵] 选择从左到右的定向，也就是规定正的切向量指向数值增大的方向。
在右端点 𝐵，向外向量也指向右方，所以右端点取得正号；在左端点 𝐴，向外向量
指向左方，与区间定向相反，所以左端点取得负号。于是边界不是无符号的集合
{𝐴, 𝐵}，而是带符号的形式

𝜕[𝐴, 𝐵] = {𝐵} − {𝐴}.

这不是额外记忆规则，而是 “向外横截向量在前”在一维中的直接结果。
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10.5 统一内部与边界——斯托克斯定理

现在设𝑀 是定向光滑 𝑛维带边流形，其中 𝑛 ≥ 1，边界为 𝜕𝑀。下面只在积分对象
具有紧支撑时定义积分。
【定义】函数或微分形式的支撑，是它不为零的点集在所在空间中的闭包，记为 supp。
若这个闭包紧致，就称它具有紧支撑。
若 𝑀 紧致，每个光滑形式都自动具有紧支撑。事实上，记支撑为 𝐾；它按定义是
𝑀 的闭子集。给定 𝐾 在子空间拓扑下的开覆盖，把每个覆盖成员写成 𝐾 ∩ 𝑉𝑖，其
中 𝑉𝑖 在 𝑀 中开。于是这些 𝑉𝑖 与开集 𝑀 ∖ 𝐾 一起覆盖 𝑀。紧致性给出有限子覆
盖，删去 𝑀 ∖ 𝐾 后，相应的有限多个 𝐾 ∩ 𝑉𝑖 仍覆盖 𝐾，所以 𝐾 紧致。
【零维积分约定】沿用前面的零维微分约定。
为了让 𝑛 = 1 的斯托克斯定理包含一维微积分基本定理，我们还约定：定向零维
流形的每个点 𝑃带一个符号 𝜀(𝑃) ∈ {+1, −1}。若零阶形式（函数）𝑓 具有紧支撑，则

∫𝑁 𝑓 = ∑
𝑃∈𝑁

𝜀(𝑃)𝑓 (𝑃).

零维流形是离散空间：每个点的坐标邻域同胚于ℝ0 的单点开集，因而该点本身是
开集。离散空间的紧致子集只能是有限集，因为它的全部单点集组成开覆盖，而有
限子覆盖只能覆盖有限多个点。因此上式只有有限多个非零项。作为一维流形边界
时，前面的 “向外横截向量在前” 约定决定这些符号：对采用从左到右定向的区间，
右端点为正、左端点为负；区间反向定向时，两端符号同时反转。
在写积分前还缺一个拼接工具。
【定理（光滑单位分解，证明略）】设 𝑀 是第二可数光滑流形，允许带边；{𝑈𝑖}𝑖∈𝐼
是它的开覆盖。存在非负光滑函数 {𝜌𝑖}𝑖∈𝐼，满足

1. supp𝜌𝑖 ⊆ 𝑈𝑖；
2. 每个点都有一个邻域，只与有限多个 supp𝜌𝑖 相交；这项性质称为局部有限；
3. 对每个 𝑃 ∈ 𝑀，只有有限多个 𝜌𝑖(𝑃)非零，且∑𝑖∈𝐼 𝜌𝑖(𝑃) = 1。

这样的函数族称为从属于该开覆盖的光滑单位分解。局部有限性还保证：任意紧集
只与有限多个 supp𝜌𝑖 相交。
这里对 𝐼 的求和表示：只把非零的有限多个实数相加。实数加法的交换律与结合律
保证结果不依赖排列次序；后面单位分解产生的求和都沿用这个约定。
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【定义】闭长方体是

𝑄 = [𝑎1, 𝑏1] × ⋯ × [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊆ ℝ𝑛,

其中 𝑎𝑗 ≤ 𝑏𝑗（1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛），体积定义为 vol(𝑄) = ∏𝑛
𝑗=1(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)。

一个带标记长方体分割是有限族

𝒫 = {(𝑄1, 𝑡1), … , (𝑄𝑁 , 𝑡𝑁)},

并满足以下条件：

1. 每个 𝑄𝑗 = ∏𝑛
𝑟=1[𝛼𝑗𝑟, 𝛽𝑗𝑟]都是坐标轴平行的闭长方体；

2. 𝑄 = ⋃𝑁
𝑗=1 𝑄𝑗，且不同 𝑄𝑗 的开内部∏𝑛

𝑟=1(𝛼𝑗𝑟, 𝛽𝑗𝑟)互不相交；
3. 标记点 𝑡𝑗 ∈ 𝑄𝑗。

使用第八章的标准范数，定义

diam(𝑄𝑗) = sup{‖𝑥 − 𝑦‖ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄𝑗}, 𝜇(𝒫) = max
1≤𝑗≤𝑁

diam(𝑄𝑗).

这里上确界由实数完备性存在，有限最大值由实数全序存在。对函数 𝑓 ∶ 𝑄 → ℝ，
相应黎曼和是

𝑅(𝑓 , 𝒫) =
𝑁

∑
𝑗=1

𝑓 (𝑡𝑗) vol(𝑄𝑗).

【定义】若存在 𝐼 ∈ ℝ，使对每个 𝜖 > 0 都存在 𝛿 > 0，并且每个满足 𝜇(𝒫) < 𝛿
的带标记长方体分割都有

|𝑅(𝑓 , 𝒫) − 𝐼| < 𝜖,

就称 𝑓 在 𝑄上黎曼可积，并定义 ∫𝑄 𝑓 = 𝐼。
由阿基米德性质反复等分各边，可以得到网格任意小的分割；再与第九章一样使用
三角不等式，便可证明积分值唯一。

135



Xu
lei
Su
n

【例子兼短证明：∫1
0 𝑥 𝑑𝑥 = 1

2】
取任意一维带标记分割；删去长度为 0、对黎曼和没有贡献的退化小段后，按从左
到右把端点写成

0 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑁 = 1,

并在第 𝑗 段选标记 𝑡𝑗 ∈ [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗]。记 Δ𝑥𝑗 = 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1。恒等式

1
2 =

𝑁
∑
𝑗=1

𝑥𝑗 + 𝑥𝑗−1
2 Δ𝑥𝑗

来自右侧的每一项都是 (𝑥2
𝑗 − 𝑥2

𝑗−1)/2，求和后中间项依次消去。于是

∣𝑅(𝑓 , 𝒫) − 1
2∣ ≤

𝑁
∑
𝑗=1

∣𝑡𝑗 −
𝑥𝑗 + 𝑥𝑗−1

2 ∣ Δ𝑥𝑗

≤ 1
2

𝑁
∑
𝑗=1

(Δ𝑥𝑗)2 ≤ 𝜇(𝒫)
2

𝑁
∑
𝑗=1

Δ𝑥𝑗 = 𝜇(𝒫)
2 .

给定 𝜖 > 0，取 𝛿 = 2𝜖，便完全满足积分定义。这不只算了一串特殊黎曼和，而是
同时控制了所有足够细、标记任意的分割，所以确实构成证明。
半空间中的闭半长方体是

𝑄+ = [𝑎1, 𝑏1] × ⋯ × [𝑎𝑛−1, 𝑏𝑛−1] × [0, 𝑏𝑛] ⊆ ℍ𝑛,

其中 𝑎𝑗 ≤ 𝑏𝑗（1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1）且 𝑏𝑛 ≥ 0，并用完全相同的带标记分割、网格与 𝜖–𝛿
条件定义 ∫𝑄+ 𝑓。
【定理（长方体上的连续函数可积，证明略）】闭长方体和闭半长方体上的连续函数
都黎曼可积。证明利用 Heine–Borel紧致性把逐点连续给出的局部误差控制化为有
限个统一控制，再用实数完备性处理所有足够细的带标记分割。
【引理（零延拓与积分区域无关，证明略）】设 𝐸 是ℝ𝑛 的开集，或者是ℍ𝑛 的相对
开集，并且连续函数 𝑓 ∶ 𝐸 → ℝ 具有紧支撑。把 𝑓 在相应环境空间 ℝ𝑛 或ℍ𝑛 内
延拓为零，所得函数仍连续。任取一个包含其支撑的大长方体或大半长方体来积分，
结果都相同；扩大积分区域只增加函数恒为零的部分。
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【定义】在上述条件下，把零延拓在任一这样的大长方体或大半长方体上的积分定义
为 ∫𝐸 𝑓。前面的定理与引理分别保证这个积分存在并且不依赖长方体的选择。
【定义】设 𝑈, 𝑉 同为 ℝ𝑛 的开集，或同为 ℍ𝑛 的相对开集。𝐶1 微分同胚是双射
Φ ∶ 𝑈 → 𝑉，并且 Φ与逆映射 Φ−1 都属于 𝐶1；在半空间情形，𝐶1 按前述 “可延
拓”意义理解。
【定理（多重积分与换元，证明略）】若 𝑈, 𝑉 ⊆ ℝ𝑛 是开集，Φ ∶ 𝑈 → 𝑉 是 𝐶1 微
分同胚，且 𝑓 ∶ 𝑉 → ℝ连续并具有紧支撑，则

∫𝑉 𝑓 (𝑦) 𝑑𝑦 = ∫𝑈 𝑓 (Φ(𝑥)) | det𝐷Φ(𝑥)| 𝑑𝑥.

若 𝑈, 𝑉 是ℍ𝑛 的相对开集，Φ及其逆映射按前述 “可光滑延拓”意义为 𝐶1，同一
公式对半空间积分成立。这个定理由一维积分、紧致性和线性近似推出。
【定义兼定理（微分形式的积分，证明略）】取一族定义域连通且覆盖 𝑀 的坐标图
(𝑈𝑖, 𝜑𝑖)；这样的覆盖可由任意图册在每个点附近选取连通的较小坐标邻域得到。
再取从属于该覆盖的单位分解。由定向的局部一致性，坐标基底在整个 𝑈𝑖 上有一
个不变的符号，定义

𝜀𝑖 =
⎧{
⎨{⎩
+1, [(𝜑𝑖, 𝑒1)], … , [(𝜑𝑖, 𝑒𝑛)]为正基底,
−1, [(𝜑𝑖, 𝑒1)], … , [(𝜑𝑖, 𝑒𝑛)]为负基底.

若 𝜂是紧支撑光滑 𝑛形式，则在第 𝑖 张图中唯一写成

𝜌𝑖𝜂 = 𝑓𝑖(𝑥) d𝑥1 ∧ ⋯ ∧ d𝑥𝑛.

若图像是欧氏开集，就用欧氏积分；若图像是半空间的相对开集，就用半空间积分，
并定义

∫𝑀 𝜂 = ∑
𝑖

𝜀𝑖 ∫𝜑𝑖(𝑈𝑖)
𝑓𝑖(𝑥) 𝑑𝑥.

因为 𝜂 紧支撑且单位分解局部有限，这个和实际上只有有限个非零项。又因为
supp𝜌𝑖 ⊆ 𝑈𝑖，每一项都在一张坐标图内具有紧支撑。
对非零实数 𝑡，定义 sgn(𝑡) = 1（当 𝑡 > 0）和 sgn(𝑡) = −1（当 𝑡 < 0）。在两张图
重叠处，若 Φ = 𝜑𝑗 ∘ 𝜑−1

𝑖 ，则对每个 𝑥 ∈ 𝜑𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗)都有
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𝜀𝑗 = 𝜀𝑖 sgn(det𝐷Φ(𝑥)).

这个符号关系与含绝对值的换元公式恰好抵消坐标反向造成的负号，从而证明积分
与坐标图及单位分解的选择无关。
特别地，对采用从左到右定向的区间，固定使用ℍ1 = [0, ∞)时，右端的边界图虽
然是反向图，因子 𝜀𝑖 = −1会给出正确符号。
【引理（区间形式积分与普通积分一致）】设 𝐴 < 𝐵，并给 [𝐴, 𝐵]采用从左到右的定
向。若 ℎ光滑，则

∫[𝐴,𝐵] ℎ(𝑥) d𝑥 = ∫
𝐵

𝐴 ℎ(𝑥) 𝑑𝑥,

右侧是第九章的一维黎曼积分。
证明：区间内部可使用坐标 𝑥；左端使用 𝑢 = 𝑥 − 𝐴，它是正向边界图；右端使用
𝑣 = 𝐵 − 𝑥，它是反向边界图，所以该图的符号因子是 −1。取从属于这三类图的单
位分解。
在右端图中

ℎ(𝑥) d𝑥 = −ℎ(𝐵 − 𝑣) d𝑣;

系数里的负号与图的符号因子 −1 相消，左端图和内部图则没有额外负号。分别使
用一维换元公式后，各项都成为普通 𝑥 坐标中的积分。单位分解系数之和为 1，所
以相加正好得到 ∫𝐵

𝐴 ℎ(𝑥) 𝑑𝑥。证毕。
【例子：形式积分会记住方向】
给 [0, 1]采用从左到右的定向，并取一阶形式 𝜂 = 𝑥 d𝑥。由刚才的一致性引理和前
面的黎曼和计算，

∫[0,1] 𝜂 = 1
2.

若把区间的定向反转，每张坐标图的符号因子都同时乘以 −1，因而整个积分变号：

∫−[0,1] 𝜂 = −1
2.

138



Xu
lei
Su
n

这里 −[0, 1] 只表示 “同一流形配上相反定向”，并不是把点集中的每个数变成负
数。
【引理（支撑与拉回）】对任意光滑形式𝜔，有 supp(d𝜔) ⊆ supp𝜔；并且 supp(𝜄∗𝜔) ⊆
𝜄−1(supp𝜔)。
证明：若 𝑃 ∉ supp𝜔，就有一个含 𝑃 的开邻域，使 𝜔在其中恒为零。其所有坐标
系数及偏导数也都为零，所以 d𝜔在该邻域为零，第一项包含关系成立。
若 𝑃 ∉ 𝜄−1(supp𝜔)，则 𝜄(𝑃)有一个邻域使 𝜔恒为零；在其逆像邻域上，𝜄∗𝜔也
恒为零，第二项包含关系成立。证毕。
现在取一个光滑 (𝑛 − 1)形式 𝜔，并假设 𝑀 紧致，或者假设 𝜔具有紧支撑。结合
上面引理以及 𝜕𝑀 在 𝑀 中闭，可知 d𝜔与 𝜄∗𝜔都具有紧支撑。
现在有两种积分：
边界积分。
把 𝜔沿包含映射 𝜄 ∶ 𝜕𝑀 ↪ 𝑀 拉回到带诱导定向的边界，得到可积分的 (𝑛 − 1)形
式。简写为 ∫𝜕𝑀 𝜔，严格含义是 ∫𝜕𝑀 𝜄∗𝜔。
内部积分。
外微分 d𝜔是 𝑀 上可积分的 𝑛形式，记为 ∫𝑀 d𝜔。
从定义表面看，边界积分与内部积分是两种不同的计算。斯托克斯定理说明，它们
通过外微分精确联系起来。
【直觉】把区域分成相邻小块后，一条内部公共边在两块中取得相反的诱导方向，因
此对应贡献相消。真正的外边界只出现一次，所以最终保留下来。
【定理（广义斯托克斯定理，证明略）】设 𝑛 ≥ 1。若𝑀 是紧致定向光滑 𝑛维带边流
形，𝜔是定义在 𝑀 上的光滑 (𝑛 − 1)形式，则

∫𝜕𝑀 𝜔 = ∫𝑀 d𝜔.

也就是说，边界上的形式积分等于外微分在内部的积分。
若 𝑀 不紧致，只要 𝜔具有紧支撑，同一结论仍成立。证明先在半空间坐标盒中用
一维微积分基本定理验证局部公式，再用单位分解求和。内部边界项成对反号相消，
只留下 𝜕𝑀。因此，“内部相消”是正式证明的最后一步，而不是定理的全部依据。
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【二维局部算例：四条边怎样只留下一个总数】
取 𝑎, 𝑏 > 0和长方形𝑄 = [0, 𝑎]×[0, 𝑏]，并按 “下、右、上、左”的次序给四条边参数化：

𝛾1(𝑡) = (𝑡, 0) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎),
𝛾2(𝑡) = (𝑎, 𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏),
𝛾3(𝑡) = (𝑎 − 𝑡, 𝑏) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎),
𝛾4(𝑡) = (0, 𝑏 − 𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏).

这四个方向合起来是平面标准定向诱导的逆时针边界方向。对 𝜔 = 𝑥 d𝑦，逐条拉回
可得

𝛾∗
1𝜔 = 0, 𝛾∗

2𝜔 = 𝑎 d𝑡, 𝛾∗
3𝜔 = 0, 𝛾∗

4𝜔 = 0.

所以四个一维积分之和是 𝑎𝑏。另一方面，

d𝜔 = d𝑥 ∧ d𝑦,

常数系数 1的每个黎曼和都是各小长方形的体积之和。把分割中出现的全部横、纵
边界线汇成一个有限网格，再逐行、逐列使用区间长度的可加性，便得这个体积之
和恒为 vol(𝑄) = 𝑎𝑏。所以它在 𝑄 上的二重积分就是 𝑎𝑏，与四条边上的积分之和
相等。
严格地说，长方形的四个顶点是 “角”，而本章定义的带边流形只允许半空间型边界，
没有另外定义带角流形。因此，这里不把 𝑄当作广义斯托克斯定理的直接实例，而
只把它作为由四个一维积分组成的局部计算。
若要把长方形本身纳入定理，需要另行定义 “带角流形”。
【推论（一维检验）】给区间 [𝐴, 𝐵]采用从左到右的定向，并令零阶形式为光滑函数 𝑓。此
时 d𝑓 = 𝑓 ′(𝑥) d𝑥，边界符号是右端点为正、左端点为负，所以斯托克斯公式正好化为

𝑓 (𝐵) − 𝑓 (𝐴) = ∫
𝐵

𝐴 𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥,

即第九章微积分基本定理。
【思考训练】
若紧致定向流形 𝑀 没有边界，𝜔是一个光滑 (𝑛 − 1)形式，∫𝑀 d𝜔等于多少？
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解答：此时 𝜕𝑀 = ∅。空集合上的积分是空和，按有限和约定等于 0，所以斯托克
斯定理立即给出

∫𝑀 d𝜔 = ∫𝜕𝑀 𝜔 = 0.

这条结论说的是 “外微分得到的最高阶形式”在无边界紧致流形上的总积分为零；不
能把它误读为任意最高阶形式的积分都为零。

10.6 全书结语

我们从 “什么算命题，什么算证明”开始，随后用集合构造数，用戴德金分割补成实
数直线，再依次建立距离、拓扑、级数、向量、导数与积分。到了最后，坐标图把这
些工具带入弯曲的空间，外微分与流形积分则把局部计算连接起来。
于是，斯托克斯公式

∫𝑀 d𝜔 = ∫𝜕𝑀 𝜔

不再是一条凭空出现的神奇公式。式中的流形、边界、方向、微分形式、外微分与
积分都已经获得定义；公式成立所需的条件也已经明确写出。它告诉我们：分散在
空间内部的局部变化，可以汇成边界上的一个整体结果。
这条漫长的建造路线体现了本书最重要的方法：遇到一个新对象，先问它是什么意
思，再问它是否存在；若它可以有不同写法，就检查结果是否与写法无关；面对一
个结论，则追问它究竟由哪些已经建立的规则推出。例子和图景帮助我们发现方向，
定义和证明才负责把道路铺稳。
“从零开始”并不等于从绝对虚无开始。本书公开采用经典一阶逻辑和第二章列出的
集合论公理，正文中的数学结论都相对于这些起点成立。承认起点，说明依赖，并
让每一步都可以回头检查，正是严谨的一部分。
这本书的建造到这里告一段落，但提问不会停止。以后无论遇到怎样的新对象，都
可以继续沿用同一种办法：放下一块有明确定义的积木，再用可靠的推理接上下一
块。一个可以不断扩展、也经得起逐步检查的数学宇宙，正是这样建立起来的。
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